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Prólogo 


Con este libro se quiere proporcionar un texto básico de álge- 
bra, anterior al estudio del cálculo y adecuado para estudiantes 
de ciencias físicas, matemáticas y sociales. Se ha preparado para 
el primer año de un programa universitario de artes liberales y 
por ello incluye muchas recomendaciones de grupos profesiona- 
les diversos, relativas al curriculum de matemática. 


Un trabajo anterior del autor, Introduction to Modern Algebra, 
ha servido de base para desarrollar este libro. 


He redactado el texto ante todo para estudiantes que no van a 
seguir carreras científicas, pero no he podido olvidar los intereses 
de los futuros matemáticos. El material que aquí se ofrece es 
parte del conocimiento algebraico que se necesita en cálculo; pa- 
ra estudiantes que tengan esta preparación es fácil mejorar nota- 
blemente la presentación de esta materia. El esquema siguiente 
muestra el tema de los capítulos y la interdependencia entre 
ellos. j 


1. Axiomas sobre los números 

ñ (El cuerpo de los axiomas) 

2. Conjuntos y números 

ji (Conjuntos, cuerpos completamente ordenados) 
3. Vectores y rectas 

(Adición vectorial, multiplicación escalar) 


4. El plano complejo 


5. Productos interiores E Algebra lineal. Nota: Pa- 


| (Ortogonalidad, ra ésta sólo se necesitan 

multiplicación escalar) , las dos primeras secciones 

6. Geometría vectorial ==-"" del Capítulo 6 (Varieda- 

(Rectas y planos en el des lineales, ecuaciones 

espacio tridimensional, el lineales, transformaciones 
producto vectorial de vec- lineales) 


tores) 


Ciertos aspectos del libro son inusitados. De las listas de pro- 
blemas, algunas son realmente extensas, y muchos problemas 
(especialmente al final de las listas) son importantes teoremas 
matemáticos. El objeto de tales problemas no es atemorizar al 
estudiante sino capacitarlo para que prosiga en el estudio de los 
temas que son de interés especial para él. Es de esperarse que la 
mayoría de los estudiantes sólo resuelva pocos de los problemas 
más difíciles. Relativamente, hay contados problemas de “adies- 
tramiento”' porque el propósito primordial del curso es la com- 
prensión racional antes que la adquisición de destreza. 


El lector hallará, muy prontamente incorporadas, la convención 
de suma y la noción de espacio vectorial m-dimensional; sin em- 
bargo, todo el material sobre espacios de dimensiones superiores, 
que precede al último capítulo, puede omitirse sin que se pierda 
continuidad. En el último capítulo se incluye un estudio sobre las 
variedades lineales en espacios de m dimensiones y los teoremas 
elementales relativos a transformaciones lineales, y sus inversos. 


Al Alumno 


«Para muchos alumnos éste será el primer curso en que se plan- 
tean los axiomas y se demuestran los teoremas del álgebra; sin 
embargo, no hay por qué asustarse. Acostumbrarse a las demos- 
traciones algebraicas al igual que a las pruebas geométricas, es 
simplemente cuestión de poco tiempo y de práctica. Si se le difi- 
culta la comprensión de los teoremas, puede servirle de ayuda 
una mirada a los primeros problemas de la lista que se halla al 
final de cada sección, ya que tales problemas se han ideado pre- 
cisamente para ayudarle a comprender el significado de los teo- 
remas. Si después de leer la exposición y trabajar en los proble- 
mas, todavía no se siente seguro, no tema seguir adelante sin la 
comprensión completa del asunto. Relea la sección más tarde y 
es posible que llegue a sorprenderse de ver cómo cosas que an- 
tes se le escapaban, las llega a comprender mediante los conoci- 
mientos ulteriores. 


Existe una técnica para estudiar la demostración de un teorema. 
Primero, lea el teorema y determine con precisión qué se afirma. 
Luego, antes de estudiar la demostración que trae el texto, piense 
cómo podría encontrar una suya propia. Si se le dificulta, lea las 
primeras líneas de la demostración y piense nuevamente; pero si 


tiene éxito, entonces lea rápidamente la que trae el texto. Si su 
demostración no es igual a la del texto, no crea que está equivo- 
cado, pues para la mayoría de los teoremas se pueden dar varias 
demostraciones diferentes. Por ningún motivo debe aprender de 
memoria una demostración. 


Hay, también, una técnica para hacer demostraciones, aunque 
el requisito primordial es ser ingenioso. Ante todo, debe estar 
seguro de que entiende con precisión lo que se va a demostrar; con- 
sidere ejemplos y luego busque mentalmente las diversas posibi- 
lidades de lograr la demostración. No comience a escribir antes 
de estar bastante seguro del camino que desea seguir. Frecuente- 
mente, vale la pena revisar los teoremas, definiciones y axiomas 
de que se dispone para construir la demostración. Esto es parti- 
cularmente cierto para teoremas de los dos primeros capítulos 
en los que existen muy pocos teoremas y definiciones disponibles. 


Y un breve consejo final: No se quede atrás en el curso. 


JoHnL.KeLLEY 
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CAPITULO 1 


sobre los Números 


Este primer capítulo está dedicado a la revi- 
sión y replanteamiento del álgebra elemental. 
Procederemos con mucha lentitud y cuidado 
y haremos todo el esfuerzo que sea necesario 
para llegar a una cabal camprensión de la na- 
turaleza del tema. Presuponemos que el lector 
posee muy pocos conocimientos de álgebra o 
geometría; pero, desde luego, será muy útil 
la familiaridad con los procesos ordinarios del 
álgebra. 


1 TERMINOS NO DEFINIDOS 


A algunos estudiantes puede caerles de sor- 
presa descubrir que este curso de álgebra si- 
gue en gran parte el mismo patrón que el curso 
clásico de geometría plana; se dan en él axio- 
mas, definiciones y teoremas con demostracio- 
nes. Usamos este método de exposición porque 
queremos exhibir la estructura total de esta 
parte de la matemática. Aunque con frecuen- 
cia un primer curso de álgebra trata y hasta 
cierto punto tiene que tratar de cuestiones téc- 
nicas, v. g., del cómo hacer las cosas, aquí nos 
interesaremos mucho más en el “porqué”. 
Por otra parte, debemos recalcar que la ma- 
temática no es un deporte para espectadores, 
y para poderlas comprender y apreciar es ne- 
cesaria una gran dosis de meditación personal 
y la resolución de un buen número de proble- 
mas. (En pocas palabras: ¡haga sus tareas!) 

Hay otro aspecto de esta presentación que 
puede ser un tanto sorprendente. Nos referire- 
mos a términos (por ejemplo, “número”, “con- 
juntos”) como términos no definidos, aunque 


en algunos sistemas de geometría se define ca- 
da concepto a medida que se presenta. Por 
ejemplo, Euclides definía la línea como ““aque- 
llo que no tiene anchura”. Esta definición, por 
decir lo menos, no proporciona ninguna infor- 
mación y muchos estudiantes de geometría 
han sentido gran alivio al descubrir que nunca 
se necesita ni entender ni usar esta oscura de- 
finición. En realidad, desde el punto de vista 
de los matemáticos modernos, “línea” es uno 
de los términos no definidos de la geometría 
euclidiana. E 

Vale la pena examinar un poco más cuida- 
dosamente la noción de definición. Imaginemos 
esta sitúación: hemos tropezado con la pala- 
bra “gismo” y buscamos en un diccionario su 
significado. En el diccionario hallamos una lista 
de sinónimos, por ejemplo, “frásimo”, “que- 
sés” y “solinar” y resulta que todos nos son 
desconocidos. Entonces buscamos la palabra 
“frásimo” y hallamos que los vocablos “que- 
sés”, “solinar” y “gismo” aparecen en la lista 
de sinónimos. Prosiguiendo así, buscamos la 
palabra ““quesés” y luego “solinar”. Pero, 
reaparece la misma lista de palabras. La cues- 
tión es perfectamente clara: no tenemos cómo 
descubrir el significado de la palabra “gismo” 
a menos que su definición se haga con términos 
que ya nos sean familiares. 

Ahora bien, supongamos que vamos a des- 
cribir una teoría matemática del modo más 
cuidadoso, y, en especial, supongamos que 
nuestro deseo es definir todos los términos uno 
por uno. (Esto es precisamente lo que perseguía 
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Euclides en su sistema de geometría.) Consi- 
deremos la primera definición del ejemplo: tal 
vez leamos: “Un gismo es un...”. Entonces, 
podemos preguntar: ¿por medio de qué se de- 
fine el “gismo”? Si ésta es la primera de todas 
las definiciones, con qué elementos podemos 
llenar los puntos suspensivos en el enunciado 
definitorio: “Un gismo es...”. Es claramente 
imposible dar una definición sin usar algún 
término y si se trata de la primera de las defi- 
niciones, entonces tal término ¡nunca ha sido 
definido! 

La conclusión de toda esta exposición es sen- 
cillamente que en todo sistema matemático 
debe haber términos no definidos. Este hecho 
no nos debe causar excesiva preocupación, al 
menos no mayor que la dificultad que ofrece 
en geometría plana nuestra incapacidad para 
comprender el concepto de línea como “aquello 
que no tiene anchura”. Todo cuanto necesita- 
mos saber acerca de las líneas ya nos lo han 
dicho los axiomas de la geometría. 

Es un poco dificil considerar los axiomas co- 
mo “verdades evidentes por sí mismas”, tal co- 
mo se han considerado muchas veces en el trans- 
curso de la historia, porque son enunciados de 
objetos en sí mismos indefinidos. Intuitivamen- 
te, los axiomas nos hablan de la naturaleza de 
objetos no definidos, mediante relaciones que 
se establecen entre ellos, y los empleamos para 
demostrar teoremas matemáticos por medio 
del razonamiento. Es perfectamente clara la 
necesidad de los axiomas porque si partimos 
de términos no definidos y no contamos con 
axiomas, careceremos totalmente de medios 
para iniciar la demostración de los teoremas. 


2 El LENGUAJE DE LA MATEMATICA 


Comenzamos nuestra exposición matemá- 
tica con una revisión de algunas nociones bási- 
cas de álgebra. Sin embargo, como aspiramos 
a ser muy cuidadosos en el manejo de las ideas 
aquí involucradas, no podemos hacer en esta 
sección demasiadas cosas en el terreno del álge- 
bra. En cambio, nos interesaremos aunque no 
de manera demasiado obsesiva por el lenguaje 
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de la matemática. Se ha dicho que la matemá- 
tica es un lenguaje; pero esta pretensión es un 
tanto difícil de sustentar si aceptamos cual- 
quiera de las definiciones ordinarias de lenguaje. 
Empero, es cierto que en matemática existe un 
tipo de terminología universalmente convenida 
que es mucho más concisa y breve que la fronda 
exuberante de un idioma. En matemática todo 
puede expresarse sin usar esta notación taqui- 
gráfica; sin embargo este recurso es tan útil 
que, en la práctica, viene a ser una verdadera 
necesidad. 

Las nociones de número, adición y multipli- 
cación son no definidas. Uno de los axiomas 
del álgebra, llamado axioma de distributivi- 
dad, se establece usualmente así: 


Mo ely) = Guy) dz). 


Supongamos que estamos bien seguros de sa- 
ber con precisión lo que significa este enun- 
ciado; ante este hecho, discutamos brevemente 
lo que algunos llaman la “x-cesiva x-crecencia 
de las x” que encontramos en álgebra. La pro- 
posición expresada en (1) ciertamente no nece- 
sita de semejante notación; la proposición puede 
enunciarse así: dados tres números cualesquie- 
ra, el producto del primero por la suma de los 
otros dos es igual a la suma de los productos 
del primero por el segundo y del primero por 
el tercero. Claro que, como todos hemos es- 
tudiado un poco de álgebra, el enunciado (1) 
nos parece mucho más sencillo que la traduc- 
ción que acabamos de dar en palabras corrien- 
tes del idioma. Y es éste uno de los puntos que 
queremos hacer resaltar: el lenguaje matemáti- 
co no sólo es más abreviado sino que es mucho 
más fácil de comprender. 

Ordinariamente no abreviaremos nuestros 
enunciados hasta el extremo en que aparece 
en (1). Incluiremos el requisito que se sobre- 
entiende implícito en (1) y diremos: 

(2) Para todo número x, y, z, 


x- +2) = y) + x-z) 


En lugar de la expresión “para todo” frecuen- 
temente podemos usar “para cada”, así que 


SEC. 2 


podemos escribir: “para cada x, cada y, cada 
z”. Se supone que estas expresiones distintas 
significan lo mismo. Lo que realmente estamos 
afirmando es que si, en la expresión “x - (y + z) 
= (x: y) + (x : 2)”, reemplazamos “x”, “y”, 
“z” por números, entonces la expresión resul- 
tante es siempre correcta. 

En el lenguaje matemático, hay otro hecho 


importante que debemos destacar: 
(3) Para todo número a, b, c 


a-(b+c)=(a:b) +(a-c) 
y 


(4) para todo número a, r, x 
a(r +x) = (a-r) + (a:x), 


lo que expresa exactamente el mismo hecho 
expuesto en (2). O sea: en un enunciado de este 
tipo, carece de importancia el uso de letras 
particulares; de este modo, nuestro lenguaje 
matemático tiene la curiosa propiedad de que 
las letras que en él intervienen ¡pueden cam- 
biarse casi al azar! * 

Existe otra clase de enunciados que frecuen- 
temente intervendrá en nuestro trabajo. Con- 
sideremos lo siguiente: 


(5) Hay un número x tal que x + 2 
(6) Para algún número a cs: a + 2 = 5. 
(7) Existe un número rtal que r + 2 


Es claro que todos estos enunciados afirman 
el mismo hecho: hay un número tal que cuando 
se le suma 2, da 5. Algunas veces se dice que 
los enunciados de la forma “x + 2 = 5” son 
ecuaciones condicionales y que los de la forma 
“x + y = y + x” son identidadest. Aquí no 
usaremos esta especie de jerigonza técnica. 
Hay otra cuestión acerca de los significados 
y que quisiéramos tratar antes de finalizar esta 


* Quizás no estrictamente al azar; véase el problema 
2.13. (N. del A). 


+ En español llamamos a las ecuaciones, igualdades 
condicionadas. (N. de los T.). 
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digresión lingüística. ¿En qué sentido preciso 
se usa la palabra igualdad? Si en una exposi- 
ción sobre números arábigos y romanos deci- 
mos que 4 = IV, ¿qué se deduce de esa afir- 
mación? Usaremos siempre el término igualdad 
en el sentido de identidad lógica, y la afirma- 
ción “4 = IV” significa simplemente que 
“44” y “IV” son, ambos, nombres del mismo 
objeto. Un objeto puede tener muchos nombres 
y podemos usarlos indistintamente. Todo cuan- 
to pueda decirse de 4, puede decirse de IV, con 
el mismo valor de verdad. 

Existen varios enunciados relativos a la igual- 
dad que se toman algunas veces como axiomas; 
por ejemplo: “Toda cosa es igual a sí misma”, 
“cosas iguales a una tercera son iguales entre 
sí” y “si, en una ecuación, elementos iguales 
se sustituyen por sus iguales, los resultados son 
iguales”. Debido a que empleamos el concepto 
de igualdad sólo en el sentido de identidad, po- 
demos aceptar tales enunciados (y enunciados 
de esta clase mucho más precisos) como parte 
de nuestro concepto natural de la noción de iden- 
tidad. Es claro que, 4 = 4, pues todo objeto es 
igual a sí mismo. Podemós colegir que 2 + 2 
= 4 si sabemos que 2 + 2 = 3 + | y que 
3 + 1 = 4. Las dos últimas igualdades nos 
dicen que “2 + 2” y “3 + 1” son nombres de 
un mismo objeto, y que “3 + 1” y “4” también 
nombran el mismo objeto. En conclusión, sim- 
plemente tenemos tres nombres diferentes para 
un mismo número y evidentemente 2 + 2 = 4, 
Una proposición sobre igualdad, intuitivamen- 
te puede considerarse siempre como una ase- 
veración en la que los símbolos del miembro 
de la izquierda de la igualdad dan nombre al 
mismo objeto nombrado por los símbolos del 
miembro de la derecha. 3 

Usaremos las letras “x”, “y”, etc. como si 
fueran nombres. Estrictamente hablando, no 
son nombres aunque frecuentemente hallemos 
en libros de matemática proposiciones- tales 
como: “supongamos que x denota un número 
arbitrario pero determinado...”. Enunciados 
como el anterior son parte de la jerga técnica, 
que es sicológicamente útil para la comunica- ` 
ción entre matemáticos, pero se debe evitar 
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tomarlos literalmente. En matemática, un 
nombre siempre se refiere a un objeto único y 
no, en forma promiscua, a uno cualquiera 
entre una colección de objetos. Usamos las 
letras en forma muy parecida a como se usa 
el pronombre. Precisamente, así como en la 
estructura de las proposiciones, éste se emplea 
como nombre o sustantivo, análogamente, en 
la estructura matemática se usan las letras 
como nombres. Reglas parecidas de “gramá- 
tica” se aplicarán a letras y nombres. De este 
modo, si x es un número y x + 5 = 7, obser- 
vamos que “x + 5” nombra el mismo número 
que se nombra con “7”, y de aquí, sin más 
alharaca, colegimos que (x + 5) + (— 5) = 
7 + (— 5). Para mayores detalles podemos 
formular el razonamiento del modo siguiente: 
Es verdad que 7 + (-—5) = 7 + (— 5) pues 
toda cosa es idéntica a sí misma. Six + 5 = 7, 
entonces “x + 5” y “7” son nombres para el 
mismo objeto, y en “7 + ( — 5)” podemos re- 
emplazar “7” por su otro nombre, “x + 5”, 
y así hallamos que (x + 5) +(—5)=7+ 
(—5). ' 

No necesitaremos hacer uso de argumentos 
como el precedente. Al presentar aquí un ar- 
gumento de ese estilo, nuestro único objetivo 
es buscar una comprensión intuitiva bien clara 
del significado de la igualdad. E] estudiante 
deberá ser capaz de ver que cada una de las 
siguientes proposiciones es verdadera, sencilla- 
mente porque igualdad significa identidad. 


(D Si A es un triángulo y A = B, entonces 
Besuntriángulo. 

(2) Si x, y, u, v son números, y six = 
u = v, entonces x -+ u= y +y, x+ 
xV, y, X — u = ymu 

(3) Si x y y son números, y, x = y + 2, enton- 
ces 17x = 170 + 2) yx + 2y +2) + 
x= (y -+ 2) + 2x +x. 


y 


Por otra parte, los siguientes enunciados son 
verdaderos pero su verdad depende de hechos 
algebraicos adicionales y no justamente de la 
noción de igualdad. 
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(D) Si x y y son números, entonces x + y = 
y+x 

(2) Si x es un número, entonces x + 2x + 3 = 
3 + 1). 


La primera de estas proposiciones afirma un 
hecho relativo a la adición y su verdad depende 
del significado de “+”. Si “+” se reemplaza 
por “—” la proposición que resulta es falsa. 
Así, pues, la validez del enunciado no depen- 
de propiamente del hecho de que la igualdad 
signifique identidad lógica. A la segunda pro- 
posición puede aplicársele un razonamiento 
análogo. Además, si x = y, entonces siempre 
podremos concluir que x E] z = y 0 z, sin 
que importe el significado que se asigne a”. 


PROBLEMAS 


2.1 ¿Cuáles de las siguientes proposiciones necesitan para 
su demostración únicamente el hecho de que la igualdad se 
usa siempre para significar identidad lógica? 


(a) Sía= b,emonces a +a =b +b. 
(b) Sia = b, entonces2-a +b = 3- a. 
(c) Sia= b, entonces a +e =b +c 
(d) Sia = b,entonces (a +a) +b = a + (a + b). 
(e) Sia = b, entonces a -+ b = b + a. 


Los siguientes teoremas se han tomado del A/gebra, de 
J. B. Clark, publicada en 1881. Traduzca cada uno de ellos 
al “lenguaje de la matemática”. 


2.2 Teorema. El cuadrado de la suma de dos cantidades es 
igual al cuadrado de la primera más dos veces el producto 
de la primera por la segunda, más el cuadrado de la segun- 
da. 

2.3 Teorema. El cuadrado de la diferencia de dos canti- 
dades es igual al cuadrado de la primera, menos dos veces 
el producto de la primera por la segunda, más el cuadrado 
de la segunda. 

2.4 Teorema. El producto de la suma de dos cantidades 
por su diferencia es igual a la diferencia de sus cuadrados. 
2.5 Teorema. Dadas tres cantidades cualesquiera, el pro- 
ducto de la suma de la primera y la segunda por la suma de 
la primera y la tercera, es igual al cuadrado de la primera, 
más la primera multiplicada por la suma de la segunda y 
la tercera, más el producto de la segunda y la tercera. 


Traduzca lo siguiente al lenguaje ordinario: 
26 (a +b) (c+d=a:c+a:d+bc+brd. 
27 (a — b) + (b— a) = 0. 
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2.8 “Sia, b. c. d son números enteros tales que a = 2b + 1 
y e = 2d + 1, entonces existe un entero m tal que ac = 
2m + 1”. Observe que este enunciado es verdadero y Ilé- 
velo al lenguaje ordinario en un corto y sencillo enunciado 
relativo a números enteros. 

2.9 Consideremos el siguiente pasaje de The Hunting of the 
Snark, por Lewis Carroll. 


“Tomando el número Tres como punto de partida, 
para poder descubrir otro que yo desconozco, 

sumo Siete y sumo Diez y multiplico después 

por Un Millar menos Ocho, 


“Acto seguido, divido este resultado por 
Novecientos más Noventa y Dos. 

Luego resto Diez y Siete y la respuesta será 
cierta y exacta a perfección" 


Si el punto de partida es n, ¿cuál será la respuesta exacta 
y verdadera a la perfección? 

2.10 En Teoría de Conjuntos, dos conjuntos se dicen igua- 
les si tienen los mismos elementos. Ello se expresa mediante 
un axioma que dice: “Si 4 y B son conjuntos y si para todo 
x. x pertenece a A si y sólo si x pertenece a B, entonces 
A = B”. Consideremos la proposición recíproca de este 
axioma; es decir, establezcamos: “Si A = B, entonces para 
todo x, x pertenece a A si y sólo si x pertenece a 8”. ¿Se 
deduce esto únicamente del significado de la igualdad? 

2.11 Defina la “frazimización” de x como x/7. Defina la 
“sicklebobulación” de x como 7 y?. 

Entonces, ¿qué viene a ser la “sicklebobulación” de 7? 
¿Qué es la frazimización de 7? ¿Qué es la frazimización 
de la sicklebobulación de 3? ¿Qué es la sicklebobulación de 
la frazimización de 3? 

2.12 Considerando “punto”, “recta” y “sobre” como tér- 
minos no definidos, haga lo siguiente: Suponga que si a y b 
son puntos y azé b, entonces existe exactamente una recta L 
tal que a y b están sobre £. Demuestre que si P y Q son 
rectas y P 3 Q, entonces existe a'lo sumo un punto e tal 
que cestá sobre P y sobre Q. 

2.13 Sea la proposición: “Para cualquier número x existe 
un número y tal que y 5£x". Esta proposición tiene que ser 
verdadera. Sin embargo, piense si la verdad de este enuncia- 
do se puede deducir reemplazando “y” por “x”, 
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Ahora, iniciaremos nuestra revisión del ál- 
gebra elemental haciendo libre uso del lengua- 
je matemático que acabamos de tratar. Nues- 
tra primera tarea es describir la adición de 
números: Tomamos como no definidas las 
nociones de número y adición, denotada ésta 
con “ + ”. Adoptaremos cinco axiomas cuyos 
enunciados y discusión se presentarán en el 
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siguiente orden de sucesión. El primer axioma 
es: 


Al Axioma de Clausura. Para todo número x 
y todo número y, x + y es un número. 


Este axioma, simplemente nos dice algo re- 
lativo a lo que es la operación de adición. Dados 
dos números, la adición de ellos engendra otro 
número. Así, 2 + 2 es un número, l + 3 es 
un número, de hecho, el mismo número. 


A2 Axioma de Conmutatividad. Para todo nú- 
mero x y todo número y, x + y = y + x. 


El axioma de conmutatividad nos dice, por 
ejemplo, que 3 + 7 = 7 + 3. Debido a nuestro 
previo entrenamiento en matemática, este he- 
cho se ha vuelto tan familiar que prácticamente 
para nosotros ha perdido su significado. No 
obstante, algunos podemos recordar (o bien 
pudimos haber observado en la infancia) que 
esta proposición fue una clara sorpresa durante 
nuestro aprendizaje inicial de las combinacio- 
nes aditivas. En virtud de que la adición es 
conmutativa, uno puede dejar de observar que 
la mayoría de operaciones no lo es. Por ejem- 
plo, podemos preguntar si la división es conmu- 
tativa; es decir, si es cierto que, ¿para todos 
los números x y y, x + y = y + x? Pero, 
ello no es así, con toda seguridad; porque I -+ 
2 no es igual a2 + 1. Posteriormente daremos 
más ejemplos de operaciones no conmutativas. 


A3 Axioma de Asociatividad. Para todo núme- 
tox, yz (x +y)+2=x+(y +z). 


El axioma de asociatividad nos dice, por 
ejemplo, que (9 + 3) + 5 = 9 + B +5). 
O sea, que si deseamos calcular la suma de 
estos tres números, siempre podemos sumar 
dos de ellos y a este resultado sumar el tercero. 
Esta ley asociativa nos expresa que (para ha- 
cer la suma de tres números) podemos, seguir 
Uno de estos caminos: o bien, agregar al tercero 
la suma de los dos primeros, o bien, agregar 
al primero la suma del segundo y el tercero, y 
en ambos casos se obtiene el mismo resultado. 
En virtud de la ley asociativa podemos escribir 
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9 + 3 + 5 sin ambigiiedad; cualquiera de las 
formas de agrupación de estos tres números da 
el mismo resultado. 


A4 Axioma de Identidad. Para cada número y, 
existe un número a tal que a + y = y. 


Este cuarto axioma a veces se expresa así: 
“Existe un número que es una identidad adi 
va”; se supone que tal enunciado debe signifi- 
car cabalmente lo mismo que expresa el A4. 
Nuevamente, se presentan aquí numerosas ope- 
raciones que carecen de elemento identidad o 
elemento idéntico. Por ejemplo, preguntamos: 
¿Existe un número tal que dividido por x sea 
igual a x, para todo número x ? La respuesta es 
seguramente no; es decir, no existe un número 
que sea una identidad (elemento idéntico) con 
respectoa +. 

Desde luego, la identidad aditiva (es decir, 
el a tal que a + y = y para cualquier y) se debe 
llamar “cero”. Pero, hay una dificultad: ¿esta- 
mos seguros de que sólo existe un número de 
esa naturaleza? Esta seguridad la tendremos 
después de que demestremos el siguiente teore- 
ma sobre la unicidad de la identidad. 

3.1 Teorema. Sia + y = y para todo número 
y. y b + y = y para todo número y, entonces 
a=b. 

Demostración, La demostración debe basarse 
en los axiomas y, de hecho, nos valdremos so- 
lamente del axioma de conmutatividad. La idea 
de la demostración es sencilla: En caso de haber 
dos “ceros”, ¿cuál es su suma? Explícitamente, 
a + b = b porque a + y = y para todo y; 
además, b + a = a porque b + y = y para 
cualquier número y. Por otra parte, a + b = 
b + a por el axioma A2 de conmutatividad. 
Así, pues, b = a + b = b +a = a, y, de 
aquí, a = b. 

Ahora podemos definir O como el elemento 
idéntico (la identidad) aditivo. 

3.2 Definición. O es el número tal que 0 + y 
= y para cualquier número y. 

Por supuesto, también es cierto que y + 
0 = y para todo número y. Usaremos a menudo 
este hecho. 

El último axioma para la adición es 
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A5 Axioma de los inversos. Para todo número 
a existe un número b tal que a + b = 0. 

Este axioma AS sobre inversos expresa intui- 

tivamente que todo número tiene un negativo.* 
El número b tal que a + b = 0 en verdad 
podría llamarse —a, pero, nuevamente aquí 
surge una dificultad. ¿Puede haber dos inversos 
diferentes? El teorema siguiente asegura que no. 
3.3 Teorema. Sia + b=0ya+c=0,en- 
tonces b = c. 
Demostración. La prueba emplea los axiomas 
de conmutatividad y asociatividad. Formalmen- 
te, podemos organizar la demostración en una 
sucesión ordenada de enunciados. 

1. b + (a + c) = (b + a) + c, por el axio- 

ma de asociatividad 


2. a + ¢ = 0; por hipótesis, y 

3.b+a=a +b = 0, por el axioma de 
conmutatividad y por ła hipótesis. 

4. luego, 0 + c = b + 0, por los enunciados 
1,2 y3 

5.0 + c = c, por la definición de 0, 

6.b+0=0 + b = b, por el axioma de 
conmutatividad y la definición de O, y 

7. luego, 6 = c, por los enunciados 4, 5 y 6. f 


Ahora, podemos definir el negativo de un nú- 
mero a, denominado a veces inverso aditivo de 
a. Antes de dar esta definición, queremos decir 
que, desafortunadamente, el término “negativo” 
se usa en álgebra elemental en dos sentidos 
completamente diferentes. En la sección 10 
llamaremos positivos a algunos números y ne- 
gativos a otros; pero tal cosa nada tiene qué 
ver con la definición del negativo de un número 
que estamos a punto de dar, El negativo de un 
número puede ser un número negativo o un nú- 
mero positivo. Si x es un número, entonces su 
negativo se denotará por —x, haciendo caso 
omiso de si x es un número positivo o negativo. 


3.4 Definición. Para todo número a, el negativo 
de a, que se escribe —a, es el número tal que 
a+ (—a)=0. 


* Mejor es llamarlo opuesto, para evitar anbigiiedades, 
(N. de los T.) 


SEC. 3 


Dicho en otra forma: el opuesto* de a, —a, es 
la respuesta a la siguiente pregunta: 
a+?=0 
Sia + b = 0 entonces, por definición, —a = 
b. Así, —0 = 0 porque 0 +0 = 0. 


Si c es un número tal quec + a = 0, entonces 
a + ¢ = 0 en virtud del axioma de conmutati- 
vidad, y de aquí, c = —a. De modo que el 
opuesto de a también puede describirse como 
la respuesta al interrogante siguiente: 


24a=0 


Vamos a aplicar esta observación a la búsqueda 

del opuesto del opuesto de a, —(—a). El opues- 

to de -~q es la respuesta a la siguiente pregunta: 
2+(—a) =0 

La respuesta, ciertamente, es a. Asi, pues: 

3.5 Teorema sobre inversos de inversos. Para 

todo número a, —(—a) = a. É 

Concluimos esta exposición con la demos- 
tración del teorema llamado usualmente “regla 
de trasposición de números en una ecuación”. 
Pero, primero simplifiquemos nuestra nota- 
ción; “a + (-—b)” es innecesariamente largo. 
3.6 Definición. La diferencia de dos números 
a y b, que se escribe (a—b) se define como 
a +(—b). 

3.7 Teorema de trasposición. Six + a = b, 
entonces x = b — a. 

Demostración. Six + a = b, entonces (x + a) 
+ (—a) = b + (—a) en virtud del significado 
de la igualdad. Pero, (x + a) + (~a) = x + 
[a + (—a)] = x +0 = x, usando, en su or- 
den, la ley asociativa, la definición de —a y la 
definición de 0. Además, b + (—a) = b — a, 
según la definición de sustracción. Luego, x = 
b—a. 

Para concluir esta sección, daremos dos 
ejemplos de una clase de pequeños teoremas 
que son de utilidad frecuente y que se constru- 
yen con bastante facilidad a partir de los axio- 
mas. 


* En lo sucesivo usaremos el término “opuesto”, en lu- 
gar de negativo en el sentido empleado por el autor (N. de 
losT.). 
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3.8 Ejemplo. El problema es probar que 

a+ [b4+(c4+d)] =(0 +b)+( +d) 
para todo número a, b, c, d. Por el axioma de 
clausura, (c + d) es un número. Entonces, 
podemos aplicar la ley asociativa a los núme- 
ros a, b y (c + d.). (Si Ud, prefiere hacerlo de 
otro modo, puede poner x = a, y = b,z = ¢ + 
d en el enunciado del axioma de asociatividad.) 
Esto prueba que (a + b) + (c +4) =a + 
lb+e+a)l. I 

De ordinario, no nos preocuparemos de men- 
cionar el empleo del axioma de clausura pues 
normalmente su utilización es bastante eviden- 
te de por sí. 
3.9 Ejemplo. Demuestre que (a + b) + c = 
c + {b + a), para cualesquiera números a, 
b, c. Ante todo, a + b es un número, según el 
axioma de clausura; luego (a + b) + c = 
c + (a + b) por el axioma de conmutatividad. 
Aplicando este mismo axioma a los números 
a y b en el segundo miembro de la última igual- 
dad, deducimos que a + b = b + a. En conse- 
cuencia, (a + b)+o=c+ (a+ bc + 
+a. P 


PROBLEMAS 


Nota: El lector advertirá que la siguiente colecció 
problemas presenta cierias tendencias esquizofrénicas. 
En efecto, en algunos problemas se considera que el lector 
supone que, para resolverlos, sólo requiere los conoci- 
mientos del sistema numérico establecidos a través de los 
axiomas y teoremas de esta sección. En cambio, en otros 
problemas e ilustraciones, se supone que el lector debe 
usar su preparación previa en matemática. Espero que 
el enunciado de cada problema permita al lector ver clara- 
mente cuál de las dos alternativas debe adoptar. 

3,1 Demuestre que son válidas cada una de las igualdades 
siguientes, evaluando separadamente ambos miembros: 


a) Q+D+4=2+0+4) 

(>) (4D43=3+0+0 

© IUDAIS O 
+01 


3.2 A partir de los axiomas demuestre que —b + b = 0. 
3.3 A partir de los axiomas demuestre que 


(a) (a+b) +(e +A =b + la+ (d +e) 
(0) a+ {btl td] la bte] Hd 
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3.4 Si sc ha definido el número | (se definirá en la sección 5), 
entonces podremos definir otros números más en la forma 
siguiente: 2 = 1 + 1,3 = 2 + 1,4 = 3 + 1. Adopte estas: 
definiciones y con base en ellas pruebe que 2 + 2 = 4. 
3.5 (a) ¿Es siempre cierto que x — y = y — x ? ¿Es decir, 
la sustracción es conmutativa? 
(b) ¿Es siempre cierto que (x — y) — z = 
¿Es decir, la sustracción es asociativa? 
3.6 (a) ¿Obedece la operación de división a la ley asociativa 
(axioma A3 con + en vez de + )? O sea: ¿Es siempre cierto 
quee + y) +2=x +0 +2P 
(b) Aunque no existe elemento idéntico (identidad) para 

la división, ¿hay algún número x tal que para todo y sea 
yy 
3.7 Supóngase que a tiene la propiedad de que para todo 
x. a + x= x, y b tiene ìa propiedad de que para todo x, 
x + b = x. Demuestre, sin usar el axioma de conmutati- 
vidad, que a = b. (La anterior proposición ordinariamente 
se enuncia así: Toda identidad a la izquierda debe ser igual 
a la correspondiente identidad a la derecha. De esto, su- 
puesta la existencia de ambas identidades, a izquierda y a 
derecha, se deduce que la identidad es única y se dice ele- 
mento idéntico a ambos lados.) 
3.8 A partir de los axiomas demuestre que —(a — b) = 
b—a 
3.9 A partir de los axiomas demuestre que si a + b = 
a + c, entonces b = e, (Este teorema se conoce común- 
mente como el teorema de cancelación para la adición.) 
3,10 ¿Para cuáles números x, es verdad que 

(a) ARDE LR 

(b) 1+1=x? 

© x+3=2 
3.11 A partir de los axiomas demuestre que 

(a) (a—b)+ (cd) =la +0) (btd) 

(b) (a—b)—te-—d)=(fa +d)— {b +e) 
3.12 Con base en los axiomas demuestre que a — b = 
e— d si y solamente si a + d = b + c. Es decir, demues- 
tre que si a — b = ¢ — d, entonces a + d = b + c, y 
demuestre también que si a + d = b + ¢, entonces a — b 
=c—d. 
3.13 Supóngase que Ud. es conductor de un bus urbano 
y que en cl primer paradero suben al bus algunas personas; 
en el segundo paradero, suben cuatro y bajan dos: en el 
tercero, suben ocho y bajan cuatro; en el cuarto, suben 
dieciséis y bajan ocho; en el quinto, sube un borracho y 
bajan veinte personas; en el sexto paradero el borracho 
pregunta por el nombre del conductor y se baja. Entonces 
el conductor se da cuenta de que el bus está vacío. ¿Cuántas 
personas subieron cn el primer paradero y cómo se llama 
el conductor? 
3.14 Considere los dígitos (es decir, los múmeros 0, 1. 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8, 9) como un sistema de múmeros, con una nueva 
operación y, definida así: el resultado de a y b será igual 
al mayor de los números a y b, si a x b, e igual a a si 
a = b. (Por ejemplo, 2v3 = 3, 8v5 = 3, y 2v2 = 2.) 
¿Cuáles de los axiomas, Al, A2, A3, Ad, AS, permanecen 


ur 
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válidos en este sistema si y" en 
cada uno de ellos? 

3.15 Los enteros (vale decir, todo el conjuto de los núme- 
ros... —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, 4... .) constituyen un sis- 
tema númerico que cumple los axiomas Al, A2, A3, Ad, y 
AS. Por esta razón, cualquier teorema que pueda deducirse 
de estos axiomas será verdadero, particularmente con res- 
pecto a los enteros. Lógicamente, se desprende de aquí 
que cualquier enunciado (planteado como posible teorema) 
que no valga para los enteros, no puede deducirse del siste» 
ma de axiomas cn referencia. Teniendo esto presente, reem- 
place el símbolo * + ” por el "—” en cada uno de los 
axiomas Al,.... AS, y determine si los enunciados resul- 
tantes pueden o no deducirse de los cinco axiomas origina- 
les. Cuando la decisión sea “no”, dé un ejemplo, sacado de 
los enteros, con el fin de verificar que la decisión es correc- 
ta. Si la decisión es “sí” desarrolle la deducción. 

3.16 Supóngase que definamos una nueva operación(Dpa- 
ra números por medio de las operaciones ordinarias, 
a(Db = a + b— a» b. Ahora bien, si nosotros reempla- 
zamos “ +” por “G)” en cada uno de los axiomas, Al, 
A2, A3, A4, y AS, ¿cuáles de los enunciados que resulten 
serán verdaderos? En otras palabras: ¿Cuáles de los axio- 
mas dela adición son compatibles cong? 

3.17 Supóngase que existen los axiomas Al y A3 pero 
no el A2. En lugar del A4, supóngase que hay una identi- 
dad O tal que 0 + x = x + 0 = x para todo número x, y en 
vez de AS, supóngase que para cada número a existe otro b 
tal que a +b = b + a = 0. Demuestre que, en ese caso, 
los inversos son únicos en el sentido de que si a + b = 
b+a=0ya+c= c +a = 0, entonces b = c. 


+” se reemplaza por 
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Esta sección constituye una digresión de nues- 
tro programa de revisión del álgebra elemental. 
Abandonando momentáneamente nuestra expo- 
sición sobre el sistema numérico, analizaremos 
algunos objetos matemáticos que no son núme- 
ros, aunque poseen algunas propiedades de és- 
tos. Las nociones que consideraremos, hacen 
parte de una matemática más avanzada y en 
sí mismas tienen gran interés; sin embargo, 
aquí estamos fundamentalmente interesados en 
ilustrar y explorar la naturaleza de los axiomas 
que ya hemos aceptado. 

Estudiaremos ejemplos de una colección de 
objetos con una operación @® que actúa como 
la operación + y que obedece a algunos o to- 
dos los axiomas siguientes: 

1. (Clausura). Para todo objeto x y todo 

objeto y, xQ y es un objeto. 
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2. (Conmutatividad). Para todo objeto x y 
todo objeto y, es x® y = y Ox. 

3. (Asociatividad). Para todo objeto, x, y, z, 
«HD» O0z7=x004 07). 

4. (Identidad)*. Hay un objeto a tal que 
aQ»= y Qa= y. para cualquier ob- 
jeto y. 

En los ejemplos que siguen representaremos 
la identidad por “ O ” cuando exista. El quinto 
axioma es: 

5. (Inverso). Para todo objeto a existe un 

objeto b tal que a@® b = b@a =0. 

Si existe un inverso de a lo designaremos por 
© a. Además, a ® (© b) lo representaremos 
por a Ob. 

Por vía de información: Los matemáticos 
denominan grupo a una colección de objetos 
con una operación ( que satisface los axiomas 
1, 3, 4, 5. Si, además, la operación cumple el 
axioma 2, el grupo se llama conmutativo. 
La teoría de grupos es una rama interesante 
e importante de la matemática moderna y de 
la física. 

Para mayor información y más amplias re- 
ferencias, remitimos al lector interesado a la 
obra de Paul Alexandroff, An Introduction to 
the Theory of Groups, Blackie, 1959. 

4.1 Ejemplo. El primer ejemplo que vamos a 
estudiar se relaciona con el movimiento de una 


Efecto de 7 


gA- 


Figura 4.1 


* Este axioma no es el análogo preciso de A4 porque se 
exige que a y = y Da para cualquier objeto y. El A4 
es tal que, aun sin el axioma de conmutatividad, la identi- 
dad es única. (Véase el problema 3.7.) De manera pare- 
cida el quinto axioma se cambia de modo que si hay un 
inverso él sea Único, aun sin el axioma de conmutatividad. 
(Véase el problema 3.17.) (N. del A.) 
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figura plana. Sea la figura 4.1. Supongámosla 
recortada en cartón y su contorno dibujado so- 
bre una hoja de papel. Mediante un movimiento 
de la figura provocamos un deslizamiento y una 
rotación del cartón sobre la hoja de papel en tal 
forma que la posición final del cartón ocupe 
precisamente el contorno dibujado. Además, 
dos movimientos se suponen idénticos si los 
efectos finales son los mismos. O sea: una ro- 
tación de 540% es precisamente el mismo mo- 
vimiento que una rotación de 180%, y una rota- 
ción de 3600 es igual a otra de 0%, (Admito que 
este planteamiento no se caracteriza propia- 
mente por su precisión matemática, pero abri- 
go la esperanza de que sea comprensible.) Con 
esta idea de movimiento vemos que en realidad 
hay justamente dos movimientos. Podemos gi- 
rar la figura en 180%, y representaremos este 
movimiento por R, o, simplemente, podemos 
volverla a su posición inicial, en cuyo caso lla- 
mamos / a este movimiento. Hacemos resaltar 
el hecho de que el objeto de nuestras considera- 
ciones es el movimiento de la figura, no su po- 
sición. 

La figura 4.2 muestra el'efecto de R e 7 en las 
posiciones posibles. El hecho que interesa en 
todo esto es que hay un modo muy natural de 
“sumar” movimientos. Damos una definición 
que vale para cualquier figura: Si x y y son dos 


Efecto de R 


q [pa 


Figura 4.2 


ntos, entonces su “suma” x @ y, es 
el movimiento que resulta al efectuar primero 
el y y luego el x. Si aplicamos esta definición 
al caso de IDR se tiene que, efectuando pri- 
mero una rotación de 180% y luego la rotación 
09, el resultado es justamente la rotación de 
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180% o sea R, así que I ® R = R. El efecto de 
girar primero 180% y nuevamente 180% es el 
mismo que se produce al girar 0%, de modo que 
RGOR = I. De acuerdo con esto, podemos 
tabular todas las “sumas” posibles de la ma- 
nera siguiente. ” 


GA k 

RIOR 

R Ro 
£ 


Esta tabla se lee en la forma ordinaria: un ele- 
mento cualquiera de los comprendidos debajo 
y a la derecha de las lineas es la “suma” del 
objeto cuyo nombre figura en el extremo iz- 
quierdo de su fila con el objeto cuyo nombre 
aparece en el extremo superior de su columna. 

Examinemos ahora los objetos 7 y R y la 
operación O a fin de establecer cuáles de los 
axiomas Al — A5 se cumplen. En primer lu- 
gar, se satisface el axioma de clausura, pues 
si x y y son dos objetos, entonces x ® y es otro 
objeto. El axioma de conmutatividad afirma 
que x O y = y O x para cualesquiera objetos 
x Y y, y en nuestro caso existen tres igualdades 
posibles para verificar: 


IDI=I0LIOR=ROLy 
ROR=ROR 


Una simple ojeada a la tabla de operación nos 
da la convicción que todas estas igualdades son 
correctas; de aquí concluimos que (Y es una 
operación conmutativa. El estudiante puede 
observar que el axioma de conmutatividad 
simplemente afirma que la tabla de® es simé- 
trica respecto de la diagonal. No verificaremos 
el axioma de asociatividad. En realidad, no es 
difícil ver que x Y y Oz es sencillamente el 
movimiento que se obtiene efectuando primero 
el z, luego el y y después el x, independiente- 
mente de la forma como se agrupen los térmi- 


nos. A continuación, determinamos si existe o ' 


no un elemento idéntico para $) , es decir, un 
objeto que “sumado” a un objeto arbitrario dé 
como resultado este objeto arbitrario. Una nue- 
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va inspección de la tabla de operación nos hace 
ver que 7 es un objeto de tal clase y por ello, 
podemos escribir O = 1. (Obsérvese en la ta- 
bla que la identidad aparece al frente de una 
fila que es justamente copia de los encabeza- 
mientos de las columnas.) Finalmente, verifi- 
quemos si cada objeto x tiene un inverso en el 
sentido de que exista un objeto que “sumado” 
axdé O . Encontramos que ello ocurre y que 
Gl=L yOR=R. 

De esta suerte, todos los axiomas de la 
ción de números se cumplen en la operación 
O definida para estos objetos. Puesto que el 
conjunto de objetos que hemos considerado es 
bien diferente del de los números, podemos co- 
legir que ciertamente existen propiedades de 
los números fuera de las enumeradas hasta 
ahora en el sistemá de axiomas. Por ejemplo, 
el siguiente enunciado es cierto entre números 
pero no lo es su correspondiente para los obje- 
tos: Existen números x, y, z tales que x 3£ y, 
+42 yx 42 ] 

4.2 Ejemplo. Consideremos el triángulo equi- 
látero representado en la figura 4.3. Nuevamen- 
te, imaginamos un movimiento de deslizamiento 
y rotación en el plano del triángulo, que hace re- 
tornar el triángulo hasta cubrir exactamente la 


MA 


(b) 
Electo de R, 
sobre (a) 
© (d) 
Efecto de R, Efecto de 1 
sobre (a) sobre (a) 


Figura 4.3 
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misma posición. Dos movimientos se conside- 
ran idénticos si en definitiva llevan el triángulo 
a la misma posición. Una ligera consideración 
nos hace ver que en el caso hay tres movimien- 
tos. Podemos hacer rotar el triángulo en 120% 
en el sentido del movimiento de las manecillas 
del reloj, o en 240%, o dejarlo justamente donde 
estaba. Estos movimientos se denotarán Ry, R2 
e [, respectivamente (véase la figura 4,3). Igual 
que antes, dados los movimientos x y y, defini- 
mos x @® y como el movimiento del triángulo 
que se obtiene aplicándole primero el movi- 
miento y y luego el x. Inmediatamente damos 
la tabla de la operación @ para este cas 


El axioma de clausura se cumple, pues la ““su- 
ma” de dos movimientos cualesquiera del con- 
junto es otro movimiento. Además, la simple 
inspección de la tabla nos hace ver que es simé- 
trica respecto de la diagonal, en consecuencia, 
la operación satisface el axioma de conmutati- 
vidad. El axioma de asociatividad también se 
cumple, pero no intentaremos verificarlo. Por 
último, en la tabla hallamos que cada objeto 
tiene un inverso y que en efecto, 1 = OL Ri = 
OR: y R: = OR. Obsérvese que el axioma 
de los inversos adopta una forma sencilla en 
la tabla: justamente, la exigencia de que el ele- 
mento idéntico aparezca en cada columna. 

Se ve, pues, que el sistema de los objetos que 
se acaba de describir cumple todos los axiomas 
de la adición de números. 

Ahora, vamos a cambiar nuestro conjunto de 
objetos dándole cabida a otros movimientos. 
Consideremos que el hecho de tomar el trián- 
gulo y voltearlo en-el espacio es un movimiento 
permisible. Ahora bien, este triángulo particu- 
lar se raya por detrás y de este modo vemos 
que son también posibles los movimientos adi- 
cionales que presenta la gráfica 4.4. El conjunto 
de objetos en este caso es J, Ri, Ra, F, Fi y Fx; 


VARIACIONES SOBRE EL TEMA ANTERIOR am 


la operación @® se define en igual-forma que 
antes. No entraremos en los detalles de verifi- 
cación de los axiomas de asociatividad, identi- 
dad e inversión, pero aseguramos que se cum- 
plen. No obstante, obsérvese que el movimiento 
R: OF se obtiene aplicando primero el movi- 
miento F que consiste en “hacer girar el trin- 
gulo sobre la vertical” y luego, aplicar el 


(b) do) 
Efecto de F Efecto de F, Efecto de Fz 
sobre 4.3 (a) sobre 4.3 (a) sobre 4.3 (a) 
Figura 4.4 


R, en el plano; el resultado es Fi. Pero, el mo- 
vimiento F O) Ri, que resulta del giro R, se- 
guido de la rotación F (en el espacio) alrededor 
de la vertical, es F». Así, pues, Ri DF AF 
OR, y por tanto, no se cumple el axioma de 
conmutatividad. 

Es posible idear otros muchos sistemas con 
sus respectivas operaciones, simplemente con- 
siderando objetos matemáticos abstractos y 
proporcionando una tabla de “sumar”. Estas 
tablas se pueden usar para ilustrar otras cues- 
tiones relacionadas con los axiomas. Termina- 
mos con dos ejemplos de este tipo. 

4.3 Ejemplo. Supongamos que existen dos ob- 
jetos A y B, provistos de una operación ® defi- 
nida por la tabla: 


e A B 
A A A 
B A A 


Entonces, la operación con estos objetos satis- 
face el axioma de clausura y es conmutativa y 
asociativa; empero, no existe elemento idén- 
tico. | 
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4.4 Ejemplo. Supongamos que existen dos 
objetos A y B y que la operación ® entre ellos 
está definida por la tabla: 


®©] Aa B 
A A B 
B B B 


Este sistema satisface los axiomas de clausura 
y conmutatividad y, a menos que yo calcule 
mal, también el axioma de asociatividad. Ade- 
más, hay elemento idéntico, a saber, 4. No 
obstante, B no tiene inverso. |] 


PROBLEMAS 


En los problemas 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5, 


(a) Enumere los movimientos (voltear la figura alrede- 
dor dela vertical, es un movimiento permitido). 

(b) Haga una tabla de adición de los movimientos, sa- 
biendo que el movimento xÈ y es el que resulta 
de aplicar primero el y y luego el x. 

(c) Haga una lista que indique el opuesto de cada movi- 
miento. 

(d) Establezca si se satisface el axioma de conmutati- 


vidad. 


42 


41 43 


D 
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4.6 (a) ¿Forman grupo los enteros pares con relación a la 

operación de adición? 
(b) ¿Forman grupo los enteros impares respecto de la 

operación de adición? pe 

4,7 Considere los enteros múltiplos de 5, es decir.. , —10, 

=5, 0, 5, 10, 15... ¿Forman grupo respecto de la adición? 

4.8 ¿Forman grupo los números positivos respecto de la 

operación de multiplicación? Es decir, si se usa “-" en 

vez de "+", trabajando sólo con los números positivos, 

¿se cumplirán los axiomas de grupo? 

4.9 En el sistema que tiene como elementos © , a. b, dada 

la tabla de adición que se muestra enseguida, ¿cuáles axio- 

mas dejan de cumplirse? 


4.10 Verifique que en la tabla siguiente se cumplen los 
axiomas 1, 4y 5. Verifique, además, que 


(COHDc=aDUDO 
b De) Da = b e R d) 
«BID = alep e) 


Esta es la tabla de adición de un grupo no conmutativo (ve- 
rifique, por ejemplo que e E) e e Ho). Debido a que lu 
verificación completa de la asociatividad requeriría el exa- 
men de 125 casos, el estudiante puede omitir esta labor, 
estudiando sólo los tres casos especiales dados arriba. 


6|o a b c e 
o o a b e d e 
a a o e b e d 
b b d © e a c 
E e e a d a b 
d d b © e a 
e e e d a b © 


4.11 Demuestre que en cualquier grupo (es decir, en un 
conjunto que cuente con un © y en el que se cumplan los 
axiomas 1, 3,4y 5) se tiene OD) =D ba. 

4.12 ¿Por qué es imposible deducir de los axiomas 1, 2, 3, 
4 y 5 el enunciado: “Si a + a = b + b, entonces a = b”? 
4.13 Se dice que dos grupos son iguales si tienen la misma 
tabla de adición. Con base en los ejemplos siguientes, el 
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lector entenderá qué significa el que dos tablas de operacio- 
nes sean iguales. 

Las tablas 1, 2 y 3 podrían considerarse como iguales; 
en cambio, la tabla 4 es diferente de las 1, 2 y 3. 


¿Oj è Om n 
afa m |m n 
b b a n n m 


so 
|e 

> 
e 


Utilizando las consideraciones anteriores, demuestre que 
sólo hay un grupo con dos elementos. 

4.14 Demuestre que en cualquier grupo con sólo tres ele- 
mentos, ©, p, q, debe cumplirse que pH) q =O. Use 
este hecho para facilitar la tarea de demostrar que hay sólo 
un grupo con tres elementos. 

4.15 Demuestre que si un grupo goza de la propiedad de 
que para todo x, perteneciente al grupo, xx = O , en- 
tonces cl grupo es conmutativo. 

4,16 Demuestre que todos los grupos con cuatro elementos 
o menos son conmutativos. 


5 AXIOMAS DE LA MULTIPLICACION 

Los axiomas de la multiplicación son tantos 
como los de la adición y de este hecho sacare- 
mos toda la ventaja que sea posible. Hay, pues, 
como en el caso de la adición, cinco axiomas. 
Comenzamos por enumerar los cuatro prime- 
ros, haciendo corresponder a cada uno el res- 
pectivo axioma de la suma. 


Axiomas de la multiplicación 
MI (Clausura) 


Para todo número x, 
y todo número y, x - y 
es un número. 


M2 (Conmutatividad) 
Para todo número x, 


y todo número y, 


xy=y-x 


M3 (Asociatividad) 
Para todos los núme- 


ros x, y, z es 


ayz = xyz) 


MA (Identidad) 


Existe un número e 
tal que c- y = y para 
todo número y 


Axiomas de la suma 
A1 (Clausura) 


Para todo número x, 
y todo número y, x + 
y es un número. 


A2 (Conmutatividad) 


Para todo número x 
y todo número y, 


x+y=y+x 


A3 (Asociatividad) 


Para todos los núme- 
ros x, y, z es 


w+) +tz=x+ 
O +2). 


A4 (Identidad) 


Existe un número a 
tal que a + y = y 
para todo número y 
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Obsérvese que los axiomas de la multiplica- 
ción son precisamente los axiomas de la adición 
con sólo reemplazar “+” por “*.”. Por supues- 
to, el número que desempeñe el papel de ele- 
mento idéntico multiplicativo (Axioma M4) 
será el 1. Si queremos definir 1 como el elemen- 
to idéntico, antes es necesario que sepamos que 
sólo hay uno de tales números. La situación es 
bastante análoga a la que se presentó para la 
definición del O. Así, pues, es necesario un teo- 
rema. 


5.1 Teorema. Sic + y = y para todo número y, 
y, b - y = y para todo número y, entonces 
c=b. 

No haremos la demostración del teorema, 
pero daremos indicaciones amplias de cómo 
llegar a ella. El teorema 3.) establece: Si 
a + y = y para todo número y, y, b + y = y 
para todo y, entonces a = b. Este teorema se 
demostró con base en los axiomas Al, A2, A3, 
A4, y los primeros cuatro axiomas de la mul- 
tiplicación ciertamente tienen una especie de 
aire de familia con aquellos. Así, pues, está 
abierto el camino para'la demostración. 

El teorema 5.1 nos dice que existe justamen- 
te un número que actúa como el 1, de donde: 


5.2 Definición. 1 es el número tal que | - y = y 
para todo número y. 

Hasta el momento hemos observado una 
correspondencia exacta entre los axiomas, teo- 
remas y definiciones de la adición y los de la 
multiplicación; los últimos se obtienen de los 
enunciados de la suma, reemplazando en éstos 
“4” por “.” y O por 1. Sin embargo, el quinto 
axioma de la multiplicación no corresponde 
exactamente al quinto axioma de la adición. 

Antes de establecer el quinto axioma, vamos 
a recordar la definición de sustracción. Primero, 
hemos definido el opuesto de un número y luego 
la diferencia entre a y b como la suma de a con 
el opuesto de b. Queremos ahora seguir el mis- 
mo patrón para el caso de la división, de manera 
que primero definiremos el recíproco b”! de 
un número b (el cual, más tarde, escribiremos 
1/b) y luego, se definirá el cociente de a y b 
como el producto de a por el recíproco de b o 
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sea, a por b”*, El quinto axioma nos dice que 
este recíproco existe pero, a diferencia de lo 
que acontece con los opuestos, no todo número 
tiene necesariamente recíproco. Suponemos 
que 0 no tiene recíproco. 
M5 (Inversos) 
Para todo número a, diferente 
de cero, existe un número b tal 
que 
a:b=1 
AS (Inversos) 
Para todo número a existe 
un número $ tal que 
a+b=0 

Desde luego, el número b a que se refiere el 
MS se denominará recíproco de a y convenimios 
en representarlo por a”! . Empero, necesitamos 
saber que solamente existe uno de tales núme- 
ros y por ello demostremos que: 

5,3 Teorema. Si a - b = 1 y a -c = 1, entonces 
b=c 

Sin entrar en los detalles de la demostración 
de este teorema, hacemos resaltar que la de- 
mostración del 3.3 puede proporcionar indica- 
ciones al respecto. Ahora, definimos el recípro- 
co (será necesario que yo diga: ¿véase la 
definición 3.4?) en la forma siguiente: 

5.4 Definición. Para todo número a, diferente 
de O, el recíproco de a, que se escribe a ”!, es el 
número tal quea- a™' = 1. 

En otros términos, a”! es la respuesta a la 
pregunta: a -? = 1.Sia- b = 1, entonces 
a7! = b, por definición. Así, pues, 17! = 1 
porque 1-1 = L. 

Si c es un número tal que c- a = 1, entonces 
a-c = | porque la multiplicación es conmu- 
tativa, y de aquí c = a™'. Así que q”! es, tam- 
bién, la respuesta a la pregunta: ? + a = 1. El 
recíproco del recíproco de un número a,(a7!)7!, 
es entonces la respuesta a la pregunta: ? - 7! = 
1. La respuesta es ciertamente a, y ello prueba 
el siguiente teorema. 

5.5 Teorema. Para todo número a, diferente 
de0, (a71)"!=a, 

Ahora, definimos la división. 

5.6 Definición. Si a y b son números y b % 0, 
entonces el cociente de a por b, se define como 
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a» b~ (el producto de a por el recíproco de b ) 
y se designa por a/b, ? arh: 


Obsérvese que 1/ b = 1+ b7 ' = b™'; de mo- 
do que “1/ b” es precisamente otro nombre 
para el recíproco de b. 

Finalmente, hemos llegado a un conjunto de 
teoremas un tanto más emocionantes. Demos- 
traremos las “leyes” de la multiplicación y de 
la división de fracciones, a partir del teorema 
sobre multiplicación de recíprocos. 


5.7 Teorema de los Recíprocos. Si a y b son 
números y ambos son diferentes de cero, en- 
tonces. 


(a-b)! anión 


Demostración. A fin de demostrar este teore- 
ma, debemos verificar que, según la definición 
de reciproco, (a - b) - (a7! b”!) = 1. Es sufi- 
cientemente claro que podemos hacer esto a 
partir de las leyes conmutativa y asociativa, sin 
embargo, damos todos los detalles: 
(a-b) (a65) = [(a:b) arcón 

por el axioma de asociatividad 


=[a"'-(a-b)]-b7! porel axioma 


de conmutatividad 
=[(a7'.a):b]-b"'  porelaxioma 
de asociatividad 
=(1-b)-b"" por la definición 
de recíproco 


b-bri 


por la definición de 1 


=l por la definición 
de recíproco. |] 


El siguiente teorema nos enseña a multiplicar 
fracciones. 


5.8 Teorema sobre multiplicación de fraccio- 
nes. Sia, b, c, d son números y h y d son dife- 
rentes de 0, entonces 


la/b)(c/d)=(a:c)/(b 4). 


Se deja al lector la demostración de este teo- 
rema, pero le ayudaremos un poco. De acuerdo 
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con la definición de división, hay que demostrar 
que (a; b71)-(c-d7)=(a e) «(b-d)"!. 
Parece que, con bastante probabilidad, nece- 
sitaremos los axiomas de conmutatividad y 
de asociatividad, las definiciones de recíproco 
y de 1, y el hecho de que (b -d)* =b7!-d7' 
(teorema 5.7). El próximo teorema se prueba, 
a lo sumo, en la misma forma y por ello refre- 
namos nuestra tendencia a dar más consejos. 


5.9 Teorema sobre la división de fracciones. 
Si a, b,c, d son números y b, c, d son diferen- 


tes de 0, entonces 
= (9 (2 
CPET 


Uno de los enunciados corrientes del teorema 
precedente es: para dividir fracciones, invierta 
el denominador y multiplique. El siguiente y 
último teorema se enuncia frecuentemente, con 
un poco de imprecisión así: “Se puede multi- 
plicar en cruz”. 

5.10 Teorema sobre la multiplicación en cruz, 
Si a, b, c, d son números y b y d son diferentes 
de 0, y si a b = c/ d, entonces a -d = b - c. 


asia 
il 


Demostración. Esbozamos la demostración, 
dejando en blanco los espacios para las justifi- 
caciones que se omiten para dejarlas a cargo 
del lector quien podrá establecer el teorema, 
axioma, o definición que justifica cada etapa 
de la prueba. Puesto que a/ b = c/ d, sabemos 
que a» b~! = c- d*'; multiplicando este núme- 
ro por d, vemos que ( a- b7?) -d =(c: dd, 
y entonces 


(ab?) -d = e-(d”!-d) porque, 
(œb )d = e(d?) 


(rd = cl 
(aid = bre 
(a-b)d=c 
(brra)d=c 
bi (ard)=0 
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Por esta razón, multiplicando por b este último 
número tenemos: b-(b”!-(a-d)=b+*c,y 
entonces 
(b-b 1): (a-d) = b'e porque. 
1 (ad) = b'c 
ad= b'e 


Finalizamos esta sección con algunas obser- 
vaciones mås sobre el paralelismo entre la adi- 
ción y la multiplicación. Presentamos las si- 
guientes analogías: 


Adición Multiplicación 
+ 
0 1 
a gl 
y =/y 


A cada enunciado sobre la adición le correspon- 
de uno análogo sobre la multiplicación y vice- 
versa. Por ejemplo, los siguientes enunciados 
ofrecen paralelismo: * 


24+0=x al 
(2) = 2 Eyi =a 

=y = z+ (—y) 2/y =wy" 
G +y) = (=) + (y (ey k 


PROBLEMAS 


5.1 Compruebe, mediante un ejemplo, que el siguiente 
enunciado es falso. Dados los números a, b. c, d cuales- 
quiera, si bæ 0,d = Oyb + d # 0, entonces 

£_ 040 

d b+d 

5.2 Compruebe, mediante un ejemplo, que el siguiente 


enunciado es falso. Dados los números a, b, e cualesquiera, 
sibrt0 y e 0, entonces 


a 
¿+ 


E 
ES 
c 


aime 
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5.3 Compruebe que si a, b, e, g, 1. 7 son números, todos 
algebra 
ns lts 1 E drí: 
SEEPI Te T 1l Esto podria 
verificarse a partir de los axiomas, sólo que aquí pueden 
usarse los axiomas de asociatividad y conmutatividad, sin 
nombrarse. 


diferentes de 0, entonces 


5.4 Compruebe que si a, d, e. h, I, s son números, todos 
diferentes de O, entonces 


5.5 El problema 3.9 establece que para números cual 
quiera a, b, c, sia + b = a + c, entonces b = c. Conside- 
remos esta proposición: “Para números cualesquiera a, b. 
e, sia: b = a- c, entonces b = c ”. Este enunciado, tal 
como está, es falso. Pruebe que para cualesquiera números 
a,b,c, sia 0ya+b = a-c. entonces b = r. 


5.6 Traduzca los siguientes enunciados relativos a la adi- 
ción en enunciados similares para la multiplicación. 


(a) (a+b)+e=c+(a+b). 
O) —(a—b)=b—a. 


5.7 Traduzca los siguientes enunciados relativos a la mul- 
tiplicación en enunciados paralelos relativos a la adición. 


(a) 


(ab)! = b-a sia Oyb 0. 


5.8 Defina que para cualquier número 
z, tera, moda to dx, e er, 


y compruebe que para cualquier x es 23:72 = 2%, 
¿Qué axiomas se presuponen para esta prueba? 


5.9 Prucbe que si a, b. c son números y b + 0, entonces 


as E LA 
a=c-bsiysólosi $ = c 


b 


5.10 Pruebe (teorema 5.9) que si a, b, c, d son números y 
b = 0, c # 0, d 5% 0, entonces 


00 


5.11 Demuestre que si a y b son números y a > 0y b 0, 
entonces 


a 


b 


CEIS 
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5.12 Si a, b, c. d son números y b y d son diferentes de 0, y 
sia-d= b.c, entonces 


5.13 Compruebe que si a, b, e, d son números, todos dife- 
rentes de 0, entonces 


5,14 Gherkin Gesundheit, un brillante estudiante graduado 
en matemática, trabajaba en una tarea pero, como era un 
poquito distraído, olvidó si debía sumar o multiplicar los 
tres enteros positivos diferentes que tenía sobre el papel. 
Decidió hacer ambas cosas y, para gran sorpresa suya, 
las respuestas fueron iguales. ¿Cuáles eran los tres ente- 
ros positivos diferentes? 


6 RELACIONES ENTRE LA ADICION 
Y LA MULTIPLICACIÓN 


Hemos examinado con bastante cuidado la 
adición y la multiplicación de números, pero 
hasta ahora no hemos dicho nada respecto a las 
conexiones entre estas dos operaciones. Claro 
que existe conexión; en aritmética elemental 
se nos dijo que 5-3 es justamente el resultado 
de sumar cinco tres veces, de modo que la mul- 
tiplicación puede definirse mediante la adición. 
Sin embargo, este simple hecho no nos dice ma- 
yor cosa acerca del producto de 2/ 3 por 5/ 7. 
La conexión precisa entre la adición y la mul- 
tiplicación viene dada por dos axiomas, y a esos 
axiomas y a sus consecuencias se consagra es- 
ta sección. 

Habrá una ligera diferencia en la presenta- 
ción de esta sección. Hemos explorado muy cui- 
dadosamente las consecuencias de los axiomas 
de conmutatividad y de asociatividad, y por ello 
de aquí en adelante los usaremos libremente, en 
ocasiones sin mencionarlos explícitamente. El 
axioma más interesante sobre la adición y la 
multiplicación es el siguiente: 


D Axioma de Distributividad. Para todos los nú 
METOSX, y, z, 


x O +z) = (x+y) + a) 
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Este axioma se expresa algunas veces asi: 
la multiplicación es distributiva respecto de la 
adición. En términos parecidos podemos pre- 
guntar: ¿Es la multiplicación distributiva res- 
pecto de la división? Es decir; ¿para todos los 
números x, y, z será verdadero que 


xy +2)=(x y) + (xz)? 
Este último enunciado es falso, por supuesto, 


pues 
220-202 +(Q:2. 


De nuevo, podemos preguntar si la adición es 
distributiva respecto de la multiplicación; es 
decir: ¿será verdadero que 
x+lyoz)=(x + y) (x+2) 

para todos los números x, y, z? No es difícil ver 
que este enunciado es también falso. 

La primera consecuencia de este axioma es 
la regla sobre “cómo sumar fracciones”. 


6.1 Teorema de la adición de fracciones. Si a, 


b, c, son números y e es diferente de O, entonces 
42.210, 


cre c 


Demostración. Teniendo en cuenta la definición 
de división, tenemos que demostrar que a - c ~' 
+b- =(a +b)-+c”!. Pero, por el axioma 
de distributividad, sabemos que 
caco b=c"-(a+b), 

y la conmutatividad de la multiplicación nos 
proporciona inmediatamente el resultado de- 
seado. 

Hay un teorema sobre adición de fracciones 
con distintos denominadores (véase el problema 
6.10), pero es bastante claro que se puede reem- 
plazar cualquier suma de fracciones por una 
suma en que los denominadores sean iguales 
(porque a/ b = (a -d)/(b- d y; de este modo, 
el teorema precedente es el resultado fundamen- 
tal. 

La siguiente consecuencia del axioma de distri- 
butividad es igualmente fácil de probar. ' 


6.2 Teorema x- 0 = O para todox. 


Demostración. De acuerdo con el axioma de 
distributividad, tenemos que 
œ- 0) + (x-0) = x: (0 +0) = x-0, 
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y sumando — (x - 0) a ambos miembros de esta 
igualdad (y utilizando los axiomas de conmuta- 
tividad y de asociatividad de la adición), vemos 
quex:0=0. 

Del teorema precedente quisiéramos concluir 
que 0 no tiene recíproco (dicho en forma clásica: 
“No se puede dividir por 0”); en otros términos, 
deseamos saber que no hay un número x tal 
que 0 - x = 1. Esto parece inverosímil, pues 
sabemos que 0 - x = 0. Empero, ¡no sabemos 
si O y 1 son números diferentes! Escogemos el 
modo más fácil de salir de este dilema adoptan- 
do el 
Axioma AM 0 Æ l. 

Puesto que O 1, vemos de una vez que: 


6.3 Teorema sobre imposibilidad de divi 
cero. 0 no tiene recíproco, es decir, no existe 
ningún número x tal quex- 0 = 1. 

Hay otra consecuencia sencilla del hecho de 
que el producto de O por cualquier número es 
0. 


6.4 Teorema. Si x y y son números y x: y = 0, 
entonces, x = 0,0, y = 0. 

Demostración. Hay dos posibilidades. Si x = 
O, la conclusión establecida en el enunciado es 
correcta, y habremos terminado la prueba. Si 
x = 0, entonces existe su recíproco x“, y, 
0. Pero, x7: (x + y) 
y, de donde y = 0, Así, 


Loy 
pues, x = 0,0, y = 0. 


6.5 Ejemplo. El problema es: “resolver la 
ecuación”: 
(+ 1=0. 


Es decir, necesitamos hallar los números x tales 
que x - (x + 1) = 0, En vista del teorema ante- 
rior, si el producto x + {x + 1) = 0, entonces 
x=0,0,x + 1 = 0. Por tanto, los únicos nú- 
meros que hacen posible que x - (x + 1) = 0 
sonx = 0,0, x = —l. Además, 0 -(0 +1) 
0 y —I :(—1 +1) = 0, y por ello 0 y — 
son las soluciones de la ecuación. 

El último teorema de esta sección se relaciona 
con la multiplicación de opuestos. No lo demos- 
traremos, (en el problema 6.6 se pregunta por 
su demostración). 
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6.6 Teorema relativo a la multiplicación de 
opuestos. Si x y y son números, entonces 
(0 y = y) y (~x): (—y) = x- yo 

Para terminar, podría decirse que en mate- 
mática son bien conocidos los conjuntos de 
objetos con dos operaciones que satisfacen los 
axiomas Al — AS, MI — M5, D, y AM. Se 
denominan cuerpos. 


PROBLEMAS 


Nota: Ocasionalmente en los problemas siguientes, y, 
sistemáticamente a lo largo del trabajo de ulteriores capí- 
tulos, omitiremos el punto que indica multiplicación. De 
este modo, si x y y son números, xy significa x - y, eto. 
6.1 Verifique las siguientes igualdades mediante la eva- 
luación de ambos miembros. 


(a) 2-(34+4=2-342-4. 
(0) S«(T 4 11)=5:745-11 


6.2 Demuestre que para cualesquiera números a, b, €, 
a-(b—c)=a-b—a-c. 


6.3 Muestre, mediante un ejemplo, que la división no es 
distributiva respecto de la adición. Es decir, no es necesa- 
riamente cierto que 


ar(b+o)=(a+b)+(0+0) 


6.4 ¿Es distributiva la adición respecto de la sustracción? 
¿Respecto de la adición? 
6.5 En cursos inferiores a los niños se les enseñó a multi- 
plicar enteros, por ejemplo, 82 y 56, utilizando el siguiente 
esquema: 
82 
56 
492 
ao 
1592 


¿Cómo se ha utilizado aquí la ley distributiva? 
6.6 (a) Pruebe que para cualesquiera x y y, 
y +(x) y = 0. 
(b) Pruebe que para cualesquiera x y p, 
texy = be y). 
(e) Pruebe que para cualesquiera x y y, 
(—x)-(— y) = x- y. (Teorema 6.6). 
6.7 Escriba los axiomas Al — AS, MI — M5, D y AM y 
cambie en todas partes la palabra “números” por la pa- 
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labra “entero”. ¿Cuáles de los enunciados obtenidos en 
esta forma son verdaderos y cuáles falsos? 

6.8 Demuestre cada uno de los siguientes teoremas nom- 
brando los axiomas usados en cada etapa del desarrollo, 
do mencionar los axiomas de conmutatividad 
idad. 


(a) Teorema. Para cualesquiera números a y b, 
(a +b)? = a? + 2ab +62, 
(b) Teorema. Para cualesquiera números a y b, 
(a— b)? =a?— 2ab +b? 
(c) Teorema. Para cualesquiera números a y b, 
(a + b) (a — b) = a? —b*, 
(d) Teorema. Para cualesquiera números a, b, c, 
la +b)(a +0) =at + ab + ac + be. 


6.9 En cada una de las ecuaciones siguientes determine por 
cuáles números debe reemplazarse x para que las ecuacio- 
nes resulten enunciados verdaderos, Demuestre, a partir 
de los axiomas, que su determinación es correcta (es decir, 
que se han agotado todas las posibilidades); cite los axio- 
mas utilizados en cada etapa del desarrollo, omitiendo 
mencionar los axiomas de conmutatividad y de asociativi- 
dad. 


(a) 2243 =4:= 


b) 141=7- 
E E 
O atate 


(d) 3-7) = 5-32. 


6.10 Demuestre que si a, b, e, d son números cualesquiera 
y si b= Oy d > 0, entonces 


6.11 El señor Z tiene un número-de cocos que representa 
el doble de lo que tiene el señor Y. El señor X tiene cinco 
cocos menos que el señor Y. El señor W, quien sólo cuenta 
con la mitad de lo que posee X. tiene la tercera parte de 
lo que posee V y éste sólo tiene la tercera parte de lo poseí- 
do por Z. ¿Cuántos cocos tiene cada uno de ellos? 

6.12 Los siguientes problemas han sido tomados de 7he 
Principles of Algebra, de William Frend, 1796. 

(a) ¿Cuál es el número que al multiplicarse por cuatro 
produce un número igual a tres veces el mismo húmero 
desconocido más cuatro? 

(b) A una persona que distribuía dinero entre mendigos, 
le faltaban ocho peniques para darles tres peniques a cada 
uno; por este motivo, dió a cada uno dos peniques, y le 
quedaron tres peniques. ¿Cuántos eran los mendigos? 
6.13 El axioma AM garantiza que cualquier sistema nu- 
mérico que satisface todos los axiomas tiene al menos dos 
números (a saber, O y 1). Consideremos ahora un sistema 
formado sólo por las cifras O y 1, con una operación de 
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“adición” modificada por el convenio de que 1 ® 1 = 
pero todo lo demás de la tabla de adición y la tabla de mul- 
tiplicación es lo corriente. Verifique que este sistema cum- 
ple todos los axiomas. 

6.14 Consideremos un sistema que sólo contenga las cifras 
O, L, 2 con las siguientes tablas para la adición y la multi- 
plicación. Verifique que este sistema satisface todos los 
axiomas. 


6.15 El siguiente problema pertenece a la obra A Treatise 
on Algebra, de Thomas Simpson, octava edición, publi- 
cada en 1804, 

Ciento número de hombres y mujeres, que juntos anda- 
ban de parranda, recibieron la cuenta que ascendió a 33 
chelines; para cancelarla, cada hombre pagó 3s. 6d. y cada 
mujer Is. 4d.: se desea averiguar cuántas personas de am- 
bos sexos formaban el grupo. (Un chelín vale doce peni- 
ques, esto es, ls. = 12d.). 

6.16 Un entero se denomina primo si no se puede expresar 
como producto de otros dos enteros (excepto el caso "tri- 
vial” del producto de sí mismo por 1). ¿Es primo el entero 
999.991? (Sugerencia: recuerde el problema 6.5). 

6.17 Un número se llama racional si y solamente si es el 
cociente de dos enteros. En cada uno de los axiomas vistos 
reemplace la palabra “número” por “número racional” 
y determine cuáles de los enunciados resultantes son ver- 
daderos. 

6.18 Observe: Six = y, 


2? = ty, 
My 
(a+ y — y) = ya — y), 
yy, 
Y=Y, 
2=1 


Haga comentarios. 


6.19 Observe: A 1 Comente. 
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CAPITULO 2 


Conjuntos y Números 


Hasta ahora, hemos registrado lo que pudié- 
ramos llamar los axiomas puramente algebrai- 
cos atinentes a los números, y hemos examina- 
do, con bastante detalle, las consecuencias de 
estos axiomas, Es razonablemente claro que no 
podíamos describir cabalmente el sistema nu- 
mérico porque existen otros sistemas de obje- 
tos, muy distintos de los números, que también 
satisfacen los axiomas establecidos. En este 
capítulo completaremos nuestra descripción de 
los números; resultará que necesitamos dos 
axiomas de orden y un axioma adicional (o me- 
jor, de última hora, pues fue enunciado en cl 
siglo XIX) llamado el “axioma de continui- 
dad”. Con estos axiomas se completará la des- 
cripción del sistema numérico. 


Existe un teorema de unicidad para sistemas 
que satisfacen todos los axiomas. Se ha demos- 
trado (aunque la demostración es bastante in- 
trincada para darla aquí) que si hay dos s 
lemas que satisfacen todos los axiomas que 
hemos registrado, entonces uno de ellos no es 
sino simplemente una copia en papel carbón 
del otro. Podemos, en forma justificable, res- 
tringir nuestra atención a una sola copia. 


Los axiomas que vamos a expresar presupo- 
nen una noción de sencillez intuitiva pero que, 
posiblemente, no ha formado parte del entre- 
namiento matemático del lector. Antes de se- 
guir adelante necesitamos ciertamente la noción 
de “conjunto”, por ello comenzaremos con la 
exposición de este concepto. 


2 


7 CONJUNTOS Y SUBCONJUNTOS 


A lo largo de nuestra exposición del sistema 
numérico del álgcbra elemental, se han presen- 
tado tres nociones no definidas: número, adición 
y multiplicación. En esta sección deseamos tra- 
tar brevemente sobre otra noción no definida 
que es aún más fundamental que la de número. 
Divagaremos un rato para explicar su impor- 
tancia. 

Existe en matemática un gran nůmero de 
conceptos abstractos: número, adición, multi- 
plicación, recta, plano, vector, ete. Muy bien 
podríamos preguntar si, a medida que vamos 
penetrando más hondamente en la teoría mate- 
mática, es necesario seguir catalogando más y 
más términos no definidos. Es decir, ¿a medi- 
da que crece la teoría, debe también crecer la 
lista de los objetos no definidos? Resulta que 
no es así, Cuanto se necesita es disponer de una 
lista sencilla, corta, de tales objetos no definidos. 
La longitud de esta lista es realmente sorpren- 
dente. Uno de los logros de la matemática del 
siglo XX radica en que un único concepto no 
definido, el de conjunto de elementos, ¡resulte 
adecuado para toda la matemática! Números, 
adición, y los demás conceptos matemáticos, 
pueden definirse mediante esta sola noción. 
Desafortunadamente, en realidad, tratar de 
desarrollar la matemática a partir de ese único 
concepto, es tarea demasiado complicada para 
este curso; sin embargo, tal vez el hecho de sa- 
ber que ello es posible explique el porqué los 


SEC. 7 


conceptos de conjunto y de pertenencia a un 
conjunto penetran tanto en la matemática mo- 
derna. 

Los términos “conjunto”, “colección” y “cla- 
se” se emplearán indistintamente. Desde el 
punto de vista de la intuición, vn conjunto es 
justamente una agrupación de objetos, los cua- 
les se llaman elementos del conjunto. Un raci- 
mo de uvas, una bandada de codornices y una 
manada de leones, pueden considerarse como 
conjuntos cuyos elementos son uvas, codornices 
y leones*. Si un objeto x es elemento de un con- 
junto A, se escribe x € A. Por ejemplo, si R 
es un conjunto de números, entonces 0 E R y 
1 € R. Suponemos que si se dan un objeto x 
y un conjunto A, entonces el objeto o es o no es 
elemento del conjunto. En el primer caso se es- 
cribe “x € A”, en el segundo, “x £ A”. 

Frecuentemente se define un conjunto enu- 
merando sus elementos del modo siguiente: 
{ 0, 2, 1 } es el conjunto cuyos elementos son 
0,2, 1, y 10, 1, —1 t tiene como elementos 0, 
1, —1, No importa el orden en que se enumeren 
los elementos; así el conjunto { 0, 1,2 1 es idén- 
tico al conjunto 1 2, 1,0 |. Además, no “se cuen- 
ta un clemento sino una sola vez”; por ejemplo, 
10, 2, 2 bes idéntico a Í 0, 2 ). El hecho 
decisivo con relación a los conjuntos se establece 


Axioma de Extensión . Dos conjuntos 4 y B 
son idénticos si tienen los mismos elementos; 
es decir: si todo elemento de A es elemento de 
B y. recíprocamente. todo elemento de B es 
elemento de 4, entonces A = B. 

Un conjunto está completamente definido si 
se conocen sus elementos. Frecuentemente, 
definiremos los conjuntos dando condiciones 
que nos permitan establecer si un objeto perte- 
nece o no al conjunto. Ordinariamente se em- 
plea la siguiente notación. “I x: (alguna propie- 
dad de x) |”, que se lee; “el conjunto de todos 
los x tales que se cumple la propiedad de x”. 
Mustraremos lo anterior mediante ejemplos, 
utilizando nociones de álgebra y geometría que 
no hemos analizado aquí, pero que deben re- 


* O también: una cuadrilla de malhechores. 
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sultar al lector intuitivamente familiares por 
sus anteriores estudios de matemática. * 

7.1 Ejemplo. | x: x =0,0,x = 1 les el con- 
junto cuyos elementos son 0 y 1. Así, pues, 
ixox=0,0x=1i=10,1105 10,1 ly 
rétor 

Podremos observar que ! x : x = 0,o,x = 1} 
es idéntico al Í y: y = 0, o, y = | Ì; en ambos 
casos describimos el conjunto cuyos elementos 
sonOyi. | 

7.2 Ejemplo. El { P:P es un punto del plano 
y su distancia a un punto fijo Q es igual a 4 1, 
es un conjunto de puntos en el plano, En efecto, 
se trata de la circunferencia de centro Q y radio 
4. Un punto pertenece a este conjunto si y sólo 
si su distancia a Q es 4 unidades. En geometría 
a veces se define la circunferencia como “el 
lugar geométrico de los puntos. .”. El término 
“lugar geométrico” significa exactamente lo 
mismo que “conjunto”, pero tiene la ventaja 
de que suena considerablemente mucho me- 
jor. |] 

7.3 Ejemplo. El conjunto 1 ( x.y): x y y son 
números y y = x + 1 les un conjunto de pares 
ordenados de números, y si lo representamos 
mediante un gráfico en coordenadas planas, el 
conjunto es una recta (véase la figura 7.1). Los 
puntos (0,1), (1,2) y (—10, —9) pertenecen 
todos a la recta. Esta recta es llamada algunas 
veces el gráfico de la ecuación y = x + 1,0 
el conjuñto solución de la ecuación y = x + 1. 
Es, sencillamente, el conjunto de todas las pare- 
jas de números tales que el segundo elemento 
supera en | al primero. 


> 


Figura 7.1 


* Hablando con precisión, tomamos * | ; } ” como un 
concepto no definido y aceptamos, como cuestión axiomá- 


2 CONJUNTOS Y NUMEROS 


7.4 Ejemplo. Convengamos que ¡% sea el con- 
junto | x:x =0yx= 1 | Este es un conjunto 
muy curioso porque, de hecho, no hay elemento 
que sea simultáneamente igual a O y a 1. Se le 
llama conjunto vacío o conjunto nulo; no tiene, 
pues, elementos. Puede sorprenderle a Ud. un 
poco el hecho de que “exista” tal conjunto; pe- 
ro, el conjunto 4 no es “nada”, así como una 
caja vacía es algo muy diferente de la total 
inexistencia de la caja. 

Observemos que hay otros modos de definir 
el conjunto vacío, Ø. Por ejemplo: (x: x > x 1 
es el conjunto vacío porque siempre es x = x. 
En general, cualquier propiedad o condición 
tal que ningún objeto la satisfaga, podría usarse 
para definir ø . En general, una propiedad 
determinada hace posible la definición de un 
conjunto, pero otras muy diferentes pueden ori- 
ginar el mismo conjunto, $ 
7.5 Ejemplo. El conjunto { x; x = 2 | tiene 
sólo un elemento, 2. Así, pues, {x : x = 2 t= 
12 | Sin embargo, no quiere decir esto que Í 2 Ì 
sea idéntico a 2. Análogamente, si Ø es el con- 
junto vacío, no es verdad que $ = | Ø}, co- 
mo demostramos del modo siguiente: LE 
1/2) en cambio no se cumple que Y E Y, pues- 
to que g no tiene elementos. |] 

Entre ciertos conjuntos existe una relación 
sencilla que necesitaremos utilizar con frecuen- 
cia. Diremos que un conjunto 4 es un subcon- 
junto de un conjunto B o que A está contenido 
en B, o que B contiene a A, o que A está in- 
cluido en 8, si todo elemento de A pertenece a 
B. Abreviamos este enunciado escribiendo 4 C 
B. Expresado formalmente: 


7.6 Definición, 4 C B siy sólo si todo elemen- 
to de A es elemento de B. 

Así, 10,1 +10 1,2 |, También es cierto 
quetO, 1 |C (0, 1 ien efecto, intuitivamen- 
te hablando, (0, 1 1es “el mayor” subconjunto 
de | 0, 1 |, También, existe un subconjunto 
que es “el menor”. El conjunto vacío es un sub- 


tica, que para cada posible condición existe un conjunto 
cuyos elementos son justamente los objetos que cumplen 
esa condición. 
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conjunto del { 0, 1 3 (¿por qué?) y seguramente 
no hay un conjunto “menor” que éste. Efectiva- 
mente, el único subconjunto de Ø es Ø. 

Si imaginamos el plano geométrico como un 
conjunto de puntos, entonces toda línea es un 
subconjunto del plano. El conjunto ! —1, 2, 0 ) 
es un subconjunto del conjunto de los números. 
El conjunto de los enteros pares es un subcon- 
junto del conjunto de todos los enteros, pero, 
no es un subconjunto del conjunto de los múl- 
tiplos enteros de 3 porque hay enteros pares 
(por ejemplo, 4) que no son múltiplos enteros 
de 3. 

Sobre la inclusión de conjuntos hay dos pro- 
posiciones sencillas cuya utilización es necesa- 
ria. Veámoslas: 

7.7 Teorema. Si-4 y B son conjuntos tales que 
ACByBCA, entonces A = B, 
Demostración., Si A C B, entonces todo ele- 
to de A es elemento de B, en virtud de la defini- 
ción de C ,y si B C A, entonces todo elemento 
de 8 es elemento de A, por la misma razón. En 
consecuencia, cualquier elemento de A lo es de 
B y cualquier elemento de B lo es de A, y por 
ello 4 = B, en virtud del axioma de extensión. 
7.8 Teorema. (Bárbara). Si A, B y C son 
conjuntos tales que 4 C B, y BC C, entonces 
ACC. 

Demostración. Si x es un elemento de A, enton- 
ces x € B porque A C B, y puesto que x € B 
se sigue que x € C porque B C C. De modo 
que todo elemento de A es elemento de C y esto 
demuestra que A CC. 

A veces este teorema se expresa así: La rela- 
ción Ces transitiva. 


PROBLEMAS 


7.1 Determine st cada uno de los siguientes entnctados 
es verdadero o falso, 


(M1€ 112) (0) 11 E 112): ()1C (1,2) 
dH CIRA; (910,2€ 1,212.11; (0 
112C1121,2 11; (gag ta la} lelh; 
(h)a Cla, tal, (taji); G) tal Eto (al tia); 
Ü) ia] C fæ iah Hahl; 091121 C121); 
0119) =AL pip (m) p4, 2} = (1, 2, 1, 2, 13. 
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7.2 es denominado el conjunto vacío. Para estac segu- 
ros de que es único (como lo implica el artículo “e]”) de- 
muestre la siguiente proposición: Si A es un conjunto que 
no tiene elementos y A es un conjunto que no tiene elemen- 
tos, entonces A = 8. 

7.3 Mediante el uso det axioma de extensión demuestre 
que lam l= [mam lyque ima id |=} m, a, d. 
am, imad am l 

2.4 Haga una lista de todos los subconjuntos de cada uno 
delos conjuntos siguientes: 


(0,2, 14; da); (abl; {a,b ch; 18, 10H. 
7.5 Demuestre que para todo conjunto, A, B, y C, si A 
CB, y, BCC, y, CCA, entonces B 


7.6 ¿Cuáles son los nombres corrientes para los números 
que pertenecen a cada uno de los conjuntos siguientes? 


(a) | x: x cs un entero, y para algún entero m, es x = 2m} 
(b) | x : x es un entero, y para algún entero m, es x = 
2m+)l. 


7.7 Entre cada dos de dos tres conjuntos que se presentan 
enseguida se cumple la relación Eo la EZ, y también la 
relación Co la Ç . Haga una lista que muestre cuál rela- 
ción se cumple en cada uno delos 12 casos posibles, 


DLDI D, ØH. 


7: Si cl número de elementos de un conjunto es 4 = O, L, 
2, 3, 4 y $, calcule el número de subconjuntos que tisne un 
conjunto de » elementos. (Sugerencia: La labor será más 
sencilla si primero se puede probar que al agregar un ele- 
mento a un conjunto, se origina otro conjunto que tiene 
el doble de subconjuntos que el anterior). ¿Puede Ud. per- 
geñar una fórmula para el caso general? 

79 Demuestre que para todos los conjuntos x, y, z. si 
Lx y l= La, z | entonces y = z, Más aún, demuestre 
que, para cualesquiera conjuntos, a, b, c, d, si| la l, 
labtil=ile l,e, d i l, entonces a= cyb = d 


7.10 Supóngase que para conjuntos cualesquiera xy y, si 
x € y, entonces y EZ x. Utilizando esta hipótesis y cl 
axioma de extensión, demuestre que si a, b, €, d son con- 
juntos y la, la. b11 = ic. te di |, entonces a = 0 y 
b=d 

7.11 Sean A, B. C, D, E cinco personas en una tertulia. 
Cualquier par de ellas puede considerarse como un conjunto 
de dos siementos (y, g., A y E, como | A, E 1). Sca K el 
conjunto de pares de personas que se conocen entre sí y S 
el conjunto de pares de personas que son mutuamente ex- 
trañas. Suponemos que cada pareja pertenece a K 028, 
pero no a ambos. Suponga Ud, que tres de las personas 
no son totalmente extrañas y que tres de ellas mo se conocen 
todas entre sí y dé un ejemplo de un conjunto de parejas que 
podría ser en este caso K, 


UNIONES, INTERSECCIONES Y DIFERENCIAS 23 


8 UNIONES, INTERSECCIONES Y DIFERENCIAS 


Esta sección se dedica a estudiar tres modos 
tipicos de construir conjuntos a partir de otros. 
Necesitaremos muy pocos teoremas relativos 
a conjuntos; el principal propósito de esta sec- 
ción es, realmente, proporcionar una cierta 
familiaridad con la noción de conjunto; ello 
también nos da la oportunidad de presentar 
algunos problemas entretenidos. 

Comenzamos por definir la unión, la inter- 

sección y la diferencia de dos conjuntos. 
8.1 Definiciones, Si A y B son conjuntos, 
entonces la unión de A y B, que se escribe A U 
B.es[x:x€ A.0x €B l; la intersección de 
4 y B, que se representa por A f B, es{ x: x 
€ Ay x EB !; y la diferencia entre 4 y B (que 
a veces se llama complemento de B respecto de 
A ) y que se escribe 4 ~ B, es | x: x CA, y, 
xB). 

La figura 8.1 ilustra estas definiciones. En 
ella se supone que el conjunto A es el conjunto 
de todos los puntos interiores a la circunferencia 
mayor y B es el conjunto de los puntos interiores 
a la circunferencia menor. El conjunto 4 U B 
está formado por todos los puntos que pertene- 
cen a Æ o a B; * la A f B está constituida por 
todos los puntos de A y B; y A ~ B está forma- 
do por los puntos que pertenecen a A pero no 


aB. 
Conjunto 4 Es Conjunto B 
Asombreado — ALJBsombicado  A-=—Bsombreado 


e 


Bsombreado Af 8sombreado B~ A sombreado 


Figura 8.1 


* Usamos "o" en el sentido matemático corrientemente 
aceptado, a saber: Si afirmamos que x € 4,0,x € B, no 
excluimos la posibilidad de que x sea elemento de A y 8 
simultáneamente. 
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La figura 8.1 nos indica cierto número de re- 
laciones entre conjuntos. Por ejemplo, podemos 
conjeturar que A U B = B UA, qe A NBC 
A, que no hay puntos que pertenezcan simultá- 
neamente a A ~ B y a B ~ A, y que el conjunto 
A fì B no es el conjunto vacío. Algunos de los 
enunciados anteriores son en realidad verdade- 
ros para cualesquiera conjuntos A y B. Sin em- 
bargo, no pueden demostrarse mediante el sim- 
ple examen de los dibujos. Los demostraremos 
en forma muy sencilla, valiéndonos del axioma 
de extensión y de las definiciones que hemos 
hecho. Por ejemplo: 

8,2 Teorema. La unión es una operación con- 
mutativa; es decir, si A y B son conjuntos, enton- 
cesAUB=BUA. 

Demostra: Por la definición de unión, x 
€ 4 U Bai y sólo si x pertenece a 4, 0, a B, 
yx E B UA, si y sólo si x pertenece a B, O, 
a A. Pero, es claro que x pertenece a 4, 0, a B 
si y sólo si x, pertenece a B, o, a A. Así, pues, 
que x € A U Bsi y sólo six € B UA y, en 
virtud del axioma deextensión, A UB = BUA. I 

Podemos preguntar si existe un conjunto que 
haga las veces de elemento idéntico en el caso 
de la unión; es decir: ¿Hay un conjunto A tal 
que A U X = X para todo conjunto X ? Evi- 
dentemente, tal conjunto existe. El conjunto 
vacío, Ø , tiene la propiedad de que Y UX = 
X para todo conjunto X. Dejamos al estudiante 
como un problema (no dificil), la cuestión de si 
siempre existe o no un inverso respecto de la 
operación unión; en otras palabras: ¿es cierto 
que para todo conjunto A existe un conjunto B 
talque AU B=D? 


DE 


ANIBUCI AC 


ANB 
AÑO 


AB 
Figura 8,2 


A~ BUCI 


CAP, 2 


Demostraremos dos sencillos teoremas rela- 
tivos a la combinación de tres conjuntos. La fi- 
gura 8.2 presenta algunos de los conjuntos que 
pueden construirse a partir de tres dados A, B, 
C, e insinúa la validez de los siguientes tcorc- 
mas: 

8.3 Teorema. La intersección es distributiva 
respecto de la unión, en el sentido de que A f 
(B UC) =(ANMBJULANC) para cuales- 
quiera conjuntos A, B, C. 

Demostración. Un objeto x pertenece a A N (B 
UC) si y sólo si, x € A, yx CB UC. en 
virtud de la definición de f). De aquí, x € A 
N(BUC) siysólo six € A, yx € B, 0, 
x € C, de acuerdo con la definición de U . Pero 
esto sucede si y sólo six € A, yx € B, o, 
x € A, y, x € C, lo cual es lo mismo que decir 
x € ANMB.o,x € ANC, en virtud de la de- 
finición de f) .Finalmentex € A N B.o, x EA 
NC si y sólo six € (4 N 8) U (4 NC) por 
la definición de U - Así, pues, x € (4 N B) U 
(4 NO) si y sólo six € 4 N(B UC) y el 
axioma de extensión permite asegurar que los 


dos conjuntos en cuestión son idénticos. |] 
El siguiente teorema, llamado teorema de De 


Morgan, algunas veces se expresa así: La inter- 
sección de complementos es el complemento de 
la unión. 
8,4 Teorema de De Morgan. Si 4, B, C, son 
conjuntos, entonces (A ~ B)N(4=C)= 
A>(BUC) 
Demostración. Un objeto x es elemento de 
La ~ BJN (A ~ C) si y sólo si x es elemento 
de A y no de B y, además, si x es elemento de 4 
y no de C (en virtud de la definición de. ~ e (1). 
Pero, ello ocurre si y sólo si x pertenece a 4 y no 
pertenece ni a B nia C; osea, teniendo en cuenta 
la definición de U, six € 4,y,xZB UC. Así, 
pues, x C(A —B)M(4 =C) si y sólo si 
x€ A~ (BUC), y cl axioma de extensión 
asegura que los dos conjuntos son idénticos. — |] 
Los teoremas anteriores no se deben apren- 
der de memoria y, ciertamente, no debería ha- 
cerse esfuerzo alguno por memorizar sus demos- 
traciones. Estas y otras sencillas relaciones 
teóricas entre conjuntos pueden deducirse in- 
tuitivamente con base en las gráficas (a veces 


SEC. 8 


llamadas diagramas de Venn); una demostra- 
ción formal de ellas se apoya sencillamente en 
las definiciones, en algún raciocinio elemental 
y en el axioma de extensión, Lo que aquí trata- 
mos de lograr es cierta familiaridad general con 
los conjuntos y sus diversas combinaciones. 

El concepto de conjunto y el hecho, algo sor- 
prendente, de que muchas proposiciones afir- 
mativas pueden interpretarse como enunciados 
relativos a conjuntos, pueden servir de base a 
cierta gimnasia intelectual no desprovista de 
interés. Daremos dos ejemplos. 

8.5 Ejemplo. Si tenemos los siguientes enun- 
ciados: y 

(1) Sócrates es hombre. 

(2) Todos los hombres son mortales. 

(3) Por tanto Sócrates es mortal. 

El problema radica en descubrir y establecer 
un teorema matemático del cual este silogismo 
sea un caso especial. Empezamos por observar 
que el primer enunciado puede considerarse 
como la afirmación de que Sócrates es elemento 
de un determinado conjunto, Sea A el conjunto 
de todos los hombres; entonces, la primera pro- 
posición puede expresarse por “Sócrates € A" 
La segunda es un enunciado sobre inclusión de 
conjuntos; si M denota el conjunto de todos los 
seres mortales, entonces esta proposición dice 
que todo elemento de 4 es elemento de M, es 
decir, A C M. Se supone que la conclusión es: 
Sócrates E M. Así, pues, de “Sócrates E A”, 
y,“ A CM”, suponemos que se deduce que 
Sócrates € M. Utilizando términos distintos, 
la cuestión es: Si x E B, y, B C C, entonces 
x € C. Seguramente, este es un teorema de 
teoría de conjuntos. 

Antes de concluir este ejemplo, consideremos 
cómo podrían traducirse al lenguaje teórico 
otras determinadas afirmaciones. Supongamos 
que se dice que ningún hombre es mortal, lo cual 
sencillamente afirma que no existe objeto que 
pertenezca simultáneamente a A y M; es decir, 
A N M es el conjunto vacío. A su vez, si se 
afirma que algunos hombres son mortales ello 
equivale a decir que existen objetos que perte- 
necen simultáneamente a A y M, esto es, Af 
M noesel conjunto vacío. |] 
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8.6 Ejemplo, (De Lewis Carroll, con saludos 
a Schroeder.) De las tres aseveraciones siguien- 
tes vamos a sacar cuantas deducciones sean 
posibles. 


(1) Nadie que realmente admirc a Beethoven 
deja de guardar silencio mientras se eje- 
cuta la sonata Claro de Luna. 


(2) Los conejillos de Indias son irremediable- 
mente ignorantes en música. 


(3) Nadie que sea irremediablemente igno- 
rante en música guarda siempre silencio 
mientras se ejecuta la sonata Claro de 
Luna. 

Lo anterior, puede interpretarse como enuncia- 
dos sobre diversos conjuntos. Sean: 

G = el conjunto de los conejillos de Indias. 

H = el conjunto de criaturas irremediable- 

mente ignorantes en música, 

K = el conjunto de criaturas que guardan 

silencio mientras se ejecuta la sonata 
Claro de Luna, y 
R = el conjunto de criaturas que realmente 
admiran a Beethoven. 
Los tres enunciados se traducen ahora así: 


OY RCK 
(y GCH 
(BY H N K esel conjunto vacio Ø. 


La figura 8.3 muestra la relación entre los cua- 
tro conjuntos R, K, G, H. Es evidente que no 
hay objetos que pertenezcan simultáneamente 
a R y G, (El teorema matemático es: Si R C K., 
GCK, y, HNK = Ø, entonces R NG 
Ø ). Traduciendo esto del lenguaje matemático 
a frascs corrientes, concluimos que los coneji- 
llos de Indias realmente no admiran a Beetho- 
ven. 

Antes de dejar atrás este caprichoso proble- 
ma, quisiera hacer observar que precisamente 
este es el modo como se aplica la matemática. 
Siempre comenzamos con una especie de hipó- 
tesis física (en el caso presente, los enunciados 
(G), (2), y (3) ): enseguida, por analogía o me- 
diante conjeturas, llevamos el problema al te- 
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K H 


Figura 8.3 


rreno de la hipótesis matemática (los enuncia- 
dos (1), (2), (37), establecemos uno o varios 
teoremas matemáticos (si R C K,G CH. y. 
H NK = Ø, entonces R f)G = D),y, final- 
mente, traducimos el teorema matemático al 
lenguaje corriente para inferir algo relativo al 
problema fisico (los conejillos de Indias real- 
mente no admiran a Beethoven). J 


PROBLEMAS 


8.1 Demuestre que si A y B son conjuntos cualesquiera, 
entonces los enunciados siguientes son verdaderos: 


AJA =A; APA=A; ANB= BN A 
8.2 Demuestre que si A cs un conjunto cualquiera, cada 
uno de los enunciados siguientes es verdadero: 

ANS=8: AUS=44D=A4yA 
mag. 


83 (a) Demuestre que la f es asociativa. 

(b) Dé un ejemplo de ¿res conjuntos, A, B, C, tales que 
AQIADIBOCAD. y ANEA D, pero 
anenc- Ø. 

8,4 Demuestre que si A y B son conjuntos cualesquiera, 
entonces son verdaderos los enunciados siguientes: A (YB 
C4. y. 4 CALE 
8.5 (u) Demuestre que para todos los conjuntos 4 y B 
AB =Ø siy sólo si A Ç B. 
(b) Demuestre que para conjuntos cualesquiera A. 
Byc. 
aNG SANDE. 
8.6 Demuestre que para conjuntos cualesquiera A y B, 
ANB = Asiysólosi AC By A CBsiy sólo sia | JB = 
B. 
8.7 Demuestre que para conjuntos cualesquiera 4, B y C, 


AYENoO = AYANA yo. 


3.8 Demuestre que para conjuntos cualesquiera A, B y C. 
los siguientes enunciados son verdaderos: 

(4 ~ B) U(B ~A) = (4 UB) ~A NS y A 8) 
UU E) = 4 BNO. 


CAP, 2 
8.9 (De P, Suppes, Introduction to Logic). Si se tiene: 


el conjunto de todas las personas, 

el conjunto de todos los americanos. 

el conjunto de todas las personas que toman cafe, 
el conjunto de todos los franceses, 

el conjunto de todos los asesinos, 

el conjunto de todos tos filósofos, 

el conjunto de tudas las personas que toman té, y 
= cl conjunto de todas lus personas que toman vino, 


traducir al lenguaje de símbolos tos siguientes enunciados: 

4a) Algunos americanos bebedores de vino son filósofos, 

(b) Ningún francés es americano; 

(e) Las personas que toman vino y café también toman 
tés 

(d) Todos los asesinos franceses toman café, té y vinos 

(e) Algunos asesinos americanos toman café y 16, puro 
no vino; 

(6) Algunos asesinos franceses que toman vino, no toman 
calé ni té; ` 

(8) Un filósofo no toma té ni café; 

(b) Algunos franceses son o filósofos o asesinos; 

G) Todos los bebedores de café, toman té o vino, 


Los enunciados traducidos deben ser enunciados de inclu- 
sión, igualdad o desigualdad entre dos conjuntos. (Por ejem- 
plo, (e) puede expresarse como: 


ANMNCOD WS.) 


8.10 Los siguientes problemas aparecen en Symbolic Lo- 
gie, de Charles Lutwidge Dodgson (Lewis Carroll). Saque 
cuantas conclusiones sean posibles de las hipótesis siguien- 
tes: 


(1) Las proezas de acrobacia gue no sc enuncian en los 
boletos de un circo, nunca se presentan, 

(2) Ninguna procza acrobática que implique dar cuatro 
sultos mortales cs posible, 

(3) Las proczas ucrobáticas imposibles, nunca se anun- 
cian en los boletos de un circo. 


Comience con las definiciones: U = el conjunto de las proe- 
zas de acrobacia; a = el conjunto de las proezas de acroba- 
cia que se anuncian en los boletos de circo; $ = el conjunto 
de las proezas de acrobacia que se presentan en un circo; 
e = el conjunto de las proezas de acrobacia que incluyen 
saltos de cuatro volteretas: d = el conjunto de las proezas 
de acrobacia posibles, Sugerencia: Utilice el problema 
$5 
8.11 Otro problema de la Symbolic Logic. So trata de hacer 
lo mismo que en el problema 8.10. 
(1) Cuando trabajo un ejemplo de lógica sin refunfuñar, 
se puede estar seguro de que lo estoy entendiendo; 
(2) Estos sorites no están colocados en un orden normal, 
como los ejemplos a que estoy acostumbrado; 
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63) Los ejemplos difíciles siempre me dan dolor de cabe- 

za; 

(4) No puedo entender los ejemplos no ordenados ner- 

malmente, como aquellos a que estoy acostumbrado, 

45) Nunca refunfuño por un ejemplo, a menos que me 

produzca dolor de cabeza. 

U = el conjunto de los ejemplos lógicos trabajados por 
mí; a = el conjunto de los ejemplos lógicos puestos en or- 
den normal, como los ejemplos a que estoy acostumbrado; 
el conjunto de los ejemplos lógicos fáciles; e = el 
conjunto de ios ejemplos lógicos que me hacen refunfuñar; 
d = el conjunto de los ejemplos lógicos que me bacen doler 
la cabeza; e = el conjunto de estos sorites. h = el con- 
junto de los ejemplos de lógica que yo entiendo. (Supón- 
gase que tados los ejemplos de lógica ya expuestos perte- 
aecena U.) 

8.12 Supuesta la especial hipótesis de que si x es cualquier 
conjunto, entonces x EZ x. demuestre que no existe un con- 
junto £/ tal que, para todos los conjuntos y, y EU. 


9 EL CONJUNTO DE LOS ENTEROS 
POSITIVOS 


Ahora, volvemos a nuestro estudio del siste- 
ma numérico. En esta sección, enumeraremos 
unos axiomas, llamados a veces axiomas de 
orden, y de ellos deduciremos las “reglas” usua- 
les para el manejo de desigualdades. Hasta 
el momento, no tenemos noción de qué puede 
ser un número positivo o negativo. Claro está 
que con base en los axiomas que hasta aquí 
hemos supuesto, no es posible seleccionar los 
números que deben llamarse positivos. A fin 
de subrayar este punto, repetiremos un teore- 
ma, ya demostrado, y que, según lo indicamos 
antes, podría interpretarse mal en el sentido 
de tomarlo como un enunciado sobre números 
positivos y negativos. El teorema 6.6 establece: 

Si x y y son números*, entonces (—x)y 
= —(xy) y a su vez, (—x) (—y) = xy. Esto 
no ños dice que el producto de dos números ne- 
gativos es un número positivo. El teorema 
simplemente establece que si x y y son núme- 
ros, el opuesto de x multiplicado por el opuesto 
de y, es el producto de x por y. Lo que deseamos 
saber sobre los números positivos y los negati- 
vos, será establecido en breve. 


* Recordamos que abora hemos omitido el punto, que 
nifica producto; de modo que “(—x)y"” debe leerse 
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Supongamos que se nos da un nuevo objeto 
P (no definido). Supongamos, además, que P 
es un conjunto de números. Diremos que un 
número es positivo si y sólo si es elemento de 
P. Supondremos, por otra parte, los siguientes: 


Axiomas de Orden 


(1) (Tricotomía). Para todo número x, es 
verdadero exactamente uno (es decir, uno y 
sólo uno) de los siguientes enunciados: x € P, 
—=x EP,0,x=0, 

(2) Si x y y pertenecen a P, también x + y, 
y, xy pertenecen a P. 

Dicho en palabras: Suponemos que cualquic- 
ra que sea el número x, 0, x es positivo, O, -—x 
es positivo, o, x = O, y que sólo se realiza una 
de esas tres posibilidades. Suponemos también 
que la suma y cl producto de números posi- 
tivos es positiva. 

Las números negativos se definen del modo 
siguiente: 

9.1 Definición. Un número x es negativo si y 
sólo si —x E P; es decir, x es negativo si y sólo 
si —x es positivo. : 

El axioma de tricotomía nos dice que: o x 
es positivo, o —x es positivo, o que x = 0; de 
acuerdo con la definición que acabamos de 
hacer, ello quiere decir que: dado un número 
x, © x es positivo, o x es negativo, 0 x = 0, y 
sólo puede ocurrir una de esas tres posibilida- 
des. Si x es positivo (x € P), entonces —x es 
negativo (porque —(—x) = x € P), y six es 
negativo, (—x € P), entonces claramente —x 
es positivo, 

El primer teorema identifica un número po- 
sitivo. 

9.2 Teorema. El número ! es positivo. 

Demostración. De acuerdo con el primer enun- 
ciado del axioma de orden, | E P,o,—1€ P, 
o, 1 = 0, y sólo se cumple una de estas tres 
posibilidades. Sabemos que 1 = O, por el axio- 
ma AM. Supondremos que —] € P y de ello 
deduciremos una contradicción; este hecho nus 
probará que 1 € P, es decir, que | es positivo. 
Si —1 es positivo, entonces (—1) (—.1) es tam- 
bién positivo. porque el producto de dos nú- 
meros positivos es positivo. Pero, (—1)(—1) 
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= 1, según el teorema 6.6, y de aquí resulta 
que 1 es positivo. De esto resulta que si —1 E 
P, entonces 1 E P, lo que contradice el enun- 
ciado de tricotomía del axioma de orden. 1n- 
ferimos, pues, que 1€ P. | 

Ahora, estamos en capacidad de probar muy 

fácilmente las bien conocidas reglas sobre pro- 
ductos de números positivos y negativos. 
9.3 Teorema sobre productos de números po- 
sitivos y negativos. El producto de dos núme- 
ros negativos es positivo, y el producto de un 
número positivo por otro negativo es negativo. 
Demostración. Si x y y son números negativos, 
entonces —x € P, y, —y E P; de donde: (—x) 
(Tp) = xy E P, según el axioma (2) de orden y 
el teorema 6.6. Así pues, xy es positivo y queda 
demostrada la primera afirmación del teorema, 
Si x es positivo y y negativo, entonces x E P, 
y, —y € P; de aquí, xí—y) = —dxy) € P, 
y por tanto, xy es negativo en virtud de la de- 
nde número negativo. |] 

(Asegúrese de comprender la diferencia entre 
el teorema 9.3 y el 6.6. El 9.3 dice, por ejemplo, 
que (—2)(—3) es un, número positivo, pero 
nada más; el 6.6 dice que (—2) (3) es 223, 
pero no dice nada de que 2-3 sea positivo ) 

Todos los teoremas ordinarios sobre des- 

igualdades se deducirán fácilmente de las pro- 
piedades de los números positivos, Comenza- 
mos con la siguiente: 
9.4 Definición. Si x y y son números, se dice 
que x es menor que y y y mayor que x si y sólo 
si y — x es positivo. Si x es menor que y, se 
escribex< y. 

Así, L< 2 porque 2 — 1 = 1 es positivo, y 
—1 < 0 porque 0 — (—I) = 1 es positivo. Si 
representamos los números con puntos marca- 
dos sobre una recta, como indica la figura 
9.1, entonces se tiene una sencilla interpreta- 
ción geométrica de la desigualdad. Los núme- 
ros x menores que 0 son precisamente aquellos 
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para los cuales 0 — x es positivo; estos son, 
justamente, los números negativos. Los nú- 
meros positivos son, geométricamente, exacta- 
mente aquellos que se encuentran a la derecha 
de 0, y, en general, x < y si y sólo si x está a la 
izquierda de y, Gcométricamente es manifiesto 
que si x está a la izquierda de y y y está a la 
izquierda de z, entonces x está a la izquierda 
de z, También es fácil demostrar este hecho. 
9.5 Teorema. Si x, y, z son números tales que 
X< y, y y < z, entoncesx< z. 

Demostración. Si x < y, entonces y — x es 
positivo, y si y < z, entonces z — y es positivo, 
de acuerdo con la definición de <. Pero si 
Y — x, y, z — y son positivos, será ( p — x) + 
(z — y) = z — x, porque la suma de dos nú- 
meros positivos es positiva. Pero si z — x es 
positivo, entonces, x< z, por definición. 

Esie teorema a veces se enuncia diciendo que 
“< es una relación transitiva”. 

Existen otros dos teoremas relativos a des- 
igualdades; son típicos y deben comprenderse. 
Sólo demostraremos una parte de uno de ellos. 
(Constituyen aplicaciones legítimas de las de- 
finiciones y de los axiomas de orden. El estu- 
diante debe construir demostraciones por sí 
mismo-) 

9.6 Teorema sobre adición de desigualdades. 
Si x. y. a, son números, y, x < y, entonces 
x+a<cy+a 

Si x, y, u, v, son números tales que x < y, 
y u< v, entonces x + u< y +» 

La primera de estas proposiciones se enun- 
cia a veces así: “Se puede sumar un número 
a ambos miembros de una desigualdad”, y la 
segunda, así: “Se pueden sumar dos desigual- 
dades del mismo sentido”. 

Antes de proseguir, conviene definir los 
símbolos “ > ”,* <“ y“ 2 ”. Por su- 
puesto, podríamos trabajar sin ellos, pero pa- 
rece natural usarlos. 


-3 2 a 


Figura 9.1 


9.7 Definición. Si x y y son números entonces: 
x > y si y sólo si y < x (también puede decirse, 
six — y es positivo); x < y si y sólo six < y, o, 
x= Y x 2 y siy sólo six > y, 0,% = y. 

9.8 Teorema sobre multiplicación de desigual- 
dades. Si x, y, a son números y, x < y, enton- 
ces: 


Si a es positivo, entonces ax < ay, y 
Si a es negativo, entonces ax > ay. 


Demostración. Demostraremos únicamente el 
segundo enunciado, a saber: Si x, y, a son nú- 
meros, y si, x < y, y, a es negativo, entonces 
ax > ay. Puesto que x < y, y —x es positivo, 
por la definición de <; el producto al y — x) 
del número negativo a y del positivo y — x es 
negativo, de acuerdo con el teorema 9.3. En 
consecuencia, —[ al y —x) ] es positivo; por 
consiguiente, —ay + ax = —[ a(y — x)] es 
positivo. De aquí, pues, ay < ax, y, así, 
ax > ay. 

La primera de las anteriores proposiciones 
se expresa algunas veces asi: “Se puede mul- 
tiplicar una desigualdad (ambos miembros de 
ella) por un número positivo”, la segunda, sue- 
le enunciarse así: “Si se multiplica una des- 
igualdad por un número negativo, se invierte 
el sentido de la desigualdad”. Por ejemplo, 
—2 < —1 (2 está a la izquierda de —1); 
multiplicando por 2 tenemos: —4 < —2 (y 
—4 está a la izquierda de —2). En cambio, al 
multiplicar por —2, se obtiene 8 > 4 (y 4 está 
a la izquierda de 8). 

Vale la pena hacer notar el significado geo- 
métrico de la inversión de wna desigualdad. 
Consideremos el movimiento de la recta que 
transporta el punto correspondiente a cada 
número x hasta el punto correspondiente al 
número —x, es decir, la transformación que 
resulta al multiplicar cada número por —l. 
Ello equivale sencillamente a la rotación de 
la recta en 1800, alrededor del punto 0. Si ini- 
cialmente, un punto se halla a la izquierda de 
otro, después de la rotación el orden será el in- 
verso; es decir, si x < y, entonces —y < —x. 
En general, es claro que la multiplicación de 
cada número por un número positigo corres- 
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ponde a un movimiento que conserva el orden, 
mientras que la multiplicación por un número 
negativo equivale a un movimiento que invierte 
el orden. 

En la próxima sección, nos ocuparemos en 
dibujar interpretaciones geométricas de cier- 
tos conjuntos de números que se definen me- 
diante la utilización de desigualdades. Con- 
cluimos esta sección presentando dos ejemplos 
que, es de creer, habrán de destruir el sentido 
de seguridad del lector. 


9.9 Ejemplo. El problema es éste: ¿Para cuá- 
les números x es válida la desigualdad 1/x< 1? 
Multiplicando por x, se concluye que 1/ x es 
menor que | si y sólo si 1< x. Por otra parte, 
six = —I, entonces l/x = (1) = —l, 
y —1 es ciertamente menor que |. ¿Dónde está 
el error? 


9.10 Ejemplo. (Desafortunadamente, este ejem- 
plo sólo puede ser entendido por estudiantes 
que estén familiarizados con los logaritmos.) 
Se observa que l< 2 multiplicando «pos 1, 
se obtiene: ¿ <ġ. Es decir, ($)? <$ y por 
tanto log G} < log (Y). Puesto que log ($)? 


= 2 log (4), se tiene que 2 log (4) < log ($). 
Dividiendo por log ($-), deducimos que 2< 1 I 


PROBLEMAS 


9.1 (a) En cada uno de los casos siguientes, reemplace el 
signo de interrogación por el símbolo <, >, =, que co- 
responda: 

dail, 


245 17% 0%1; 0?— 
314; ¿lp —17-2 071; 0? 


(b) En cada caso, suponga que x cs un número cual- 
quiera y reemplace “7” por el símbolo <, >, = , que co- 
responda; 
r—1?r=3; 142?%146; 214-222 +1). 
9.2 Demuestre que 2 cs positivo, y que si a es positivo, 
entonces su recíproco a”! es positivo. 

9.3 Supóngase que a y b son números y que a< b. 
¿Se deduce de ello que a < 26? Explique. 
¿Se deduce de ello que 2a < 2b ? Explique 
¿Se deduce de ello que a — 3< b — 3 Explique 
¿Se deduce deelto que a + 2< b + 3? Explique. 
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9.4 (4) Demuestre (teorema 9.6) que si x, y, a, son núme- 
ros, y si x < y, entonces x + a< p + a, y que six, 
y. u, v, son números tales que x < y, y u< v, en- 
tonces x + u< y +v 


(b) Demuestre (teorema 9.8) que si x. y. a son números 
y si X< y, y a es positivo, entonces ax< ay. 


9.5 Demuestre que el conjunto P de las números positivos, 


es idéntico al bx; —x < 0 |, y que el conjunto Q de los 


números negativos es idéntico al 1x0 < —x |. 


9.6 Demuestre que para todos los números x y y nunca es 
cierto que 3 < a; y tampoco es cierto que si £< y es 
y<x 

9.7 ¿Cuáles el cuso verdadero? 


437 4 47 4l 47 dl 


sta Dr * DPR 


9.8 ¿Cuáles el caso verdadero? 


9.9 ¿Para cuáles números x es verdad que 1/ x< 1% 


9,10 De tas propiedades del conjunto P deduzca que si x es 
un número y x? 740, entonces "EP. 


9.11 Demuestre que si a y $ son números y a 5*b, entonces 
a+b? > 2ab. 
9.12 Demuestre que para cualesquiera números a y b. 


1 a 
a+b 


RAE: 
iti” 


9.13 Demuestre que si a y 6 son números y a< b, entonces 
existe otro número c tal que a< c< b. 


9.14 Un sistema compuesto sólo por tres elementos, 0, |, 
a, y que tiene las siguientes tablas de adición y de multi- 
plicación: 
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cumple los axiomas Al — AS y M1 — M5 y D. Demuestre 
que mo exists un subconjunto P de (0, 1, a ) que satisfaga 
los axiomas de orden, 


9.15 (a) Demuestre que sia y $ son números, a< 0, b< a, 
emonces a2< b? 
(b) Demuestre que si a y b son números, 0< a, a < b, 
entonces a?< b? 
(c) Dé un ejemplo para comprobar que si a< 0, y, 
O< b, entonces puede suceder que &?< a? 


9.16 Demuestre que O 7% 2. ¿Se puede demostrar este he- 
cho sin recurrir a los axiomas de orden? Explique, 


10 CONJUNTOS-SOLUCION DE 
DESIGUALDADES 


La finalidad de esta sección es que el estu- 
diante adquiera una mayor familiaridad con las 
desigualdades y los conjuntos. Las desigualda- 
des se usan comúnmente para definir conjun- 
tos; muchos conjuntos de números pueden defi- 
nirse, en forma muy conveniente, como el 
conjunto de todos los números que satisfacen 
una o varias desigualdades específicas. (Usa- 
mos la expresión “satisfacer una desigualdad” 
en el sentido intuitivo natural; por ejemplo: 2 
satisface la desigualdad “x > 1” porque 2 > 1, 
en cambio O no la satisface porque no es cierto 
que sea 0 > 1.) A veces se dice que el conjunto 
de todos los números que satisfacen una des- 
igualdad, por ejemplo, el tx :x< 1 $ es el con- 
junto=solución de la desigualdad; en nuestro 
caso, la x < 1. La correspondencia que se ob- 
serva entre conjuntos y desigualdades es de al- 
guna importancia; y resulta muy útil cierta 
agilidad de gimnasia mental como la que se 
pone de manifiesto en los ejemplos siguientes: 
10.1 Ejemplo, La cuestión es dibujar el conjun- 
to-solución de la desigualdad x < 1, utilizando 
la representación gráfica de los números. En 
otras palabras, se desea representar el conjunto 
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Lx o x< 1 1. Es evidente que tal conjunto está 
formado por todos los números que están a la iz- 
quierda de 1, y podemos representarlo mediante 
la figura 10.1. 


ixi <1 
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vacío Ø . En la figura 10.4 se muestra un bos- 
quejo de este conjunto cuidadosamente dibu- 
Judo, Lx 01 


Figura 10.4 


SS OSOS E 
E E ES o 1 2 


Figura 10.1 


Deseamos resaltar la convención que emplea- 
mos en el dibujo de conjuntos. La gráfica ante- 
rior, que ahora mostramos parcialmente, sirve 
para indicar 


-OE 


2 


1 

Figura 10.2 
que 1 no pertenece al conjunto indicado. Alcon- 
trario, el conjunto | xx < 1 t debe representar- 
se como en la figura 10,3 


10.3 Ejemplo. Utilizando la representación 
geométrica de los números, haga un dibujo del 
conjunto de los números x tales que —2x + 4 
> 0. Si x es uno de tales números, se deduce que 
—2x > —4 y de aquí, x < 2. (El lector debe 
estar en capacidad de dar las razones de estas 
deducciones.) Por otra parte, si x< 2, entonces 
(Y) x > —4, y de aquí, —2x + 4 > 0. (¿Por 
qué?) Por consiguiente, --2x + 4 > 0 si y só- 
lo si x< 2, y el conjunto de los números regue- 
ridos aparece dibujado en la figura 10,5 | 


ANMA E 


Figura 10.3 


Jai {-2)x+4>0] 


—i 


2 S 0 


SS 
1 z 3 


Figura 10.5 


10.2 Ejemplo. Representar gráficamente el con- 


junto solución de Ja desigualdad x? < 0, uti- 
lizando la representación geométrica de los nú- 
meros. Es decir, dibujar el conjunto lx: x° < 
0 $, o, en otras palabras, dibujar el conjunto 
de los números cuyos cuadrados son negativos, 
Pero, sabemos que el cuadrado de un número 
positivo es positivo, el cuadrado de un número 
negativo es positivo (teorema 9,3) y el cuadrado 
de O es 0. Así que | x:x?< 0 les el conjunto 


10.4 Ejemplo. Represente el conjunto de los 
números tales que 


tx— 1) (x + 2) [(—x—1)> 0. 


La figura 10.6 muestra cómo dibujar fácilmen- 
te este conjunto. Los tres primeros gráficos pre- 
sentan los conjuntos |x: x —] > 0l, txix + 
2>0l y ixo—x—1>0l 
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a — l positivo 
== ASS SS 
-5 -4 3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 
x +2 positivo 
E —N NRL 
5 -4 3 -2 E o 1 2 3 4 5 
—x—| positivo 
SS a 
-5 -4 -3 -2 caa o 1 E 3 4 5 
(1) (0042) f -x -1)>0 | 
SS ss Ss MS Y IAAF 
1 2 3 4 5 


Figura 10.5 


Entonces, utilizando el teorema 9.3 sobre mul- 
tiplicación de números positivos y negativos, 
podemos identificar sin dificultad el conjunto 
deseado, | x: (x — Dix + 2) (—x —1)> 0 |. 
El producto de treg números es positivo si y sólo 
si los tres son positivos, o si uno de ellos es po- 
sitivo y los otros dos negativos. Si observamos 
la figura 10.6, vemos que dos de los tres nú- 
meros considerados son negativos y uno posi- 
tivo si x está a la izquierda de —2, o si x está 
entre—l y + 1. No hay valores de x (que per- 
tenezcan al conjunto) cuando todos son positi- 
vos. Asi, el conjunto puede definirse también 
comolxix<—26—1<x< 1l. 


10.5 Ejemplo. Represente el conjunto de nú- 
meros x tales que 


+2 


Ante todo, deducimos que x? > x +2 si y sólo 
si x? —x —2 > 0, y enseguida, aprovechan- 
do el hecho de que x? — x —2 = ( x —2)(x 
+ 1), vemos que el conjunto puede definirse 
también como el t x; (x —2) (x + 1) > 0 i 
Ahora, utilizando el método del ejemplo ante- 
rior, obtendremos los resultados que aparecen 
en la figura 10.7. 


x — 2 positivo 


—A 


-5 4 3 2 a 


SOS 
1 72 3 +. 05 


x + I positivo 


2 ZT UON 
E MRAZ ES 4 5 


pa rta92] 


Rs 


-6 4 3.0 a “1 


Figura 10.7 
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De acuerdo con la figura, observamos que: el 


ixix >x +2 1=lx:x<—Lox>214 
Ello equivale a observar que también el lx: x? 
A SN | 


10.6 Ejemplo. Dibuje el conjunto -solución de 
la desigualdad 2/ ( x + 1)< !. Mostraremos 
dos métodos distintos para resolver el problema, 
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x + l< 0, tendremos que x < — 1. Recíproca- 
mente, si x < —l, entonces x < 1 y de aquí, 
x + l< 2, y puesto que x + |< 0 tenemos 
que 2/(x + 1)< 1. 

Considerando conjuntamente estos dos casos 
vemos que 2/ (x + 1)<1 si y sólo six < —1,0, 
x>1 1 


fz: 2/( + 1) < 1} = (2:12/(24+ D)]-1<0| 
= fz: 2/(1 + 1) — [(2 + D/( + 1) < 0} 


{z:[2 — (z -+ 1)/{z + 1) < 0] 
fz: (1 — z)/(æ + 1) < 0} 


= fz: (1 — z)[1/(z + 1)] < 0}. 


1 —x positivo 


SEE 
5 4 03. 20 231 


0 


1 2 3 4 5 
1/ (x + 1) positivo 


me — ISSO SS 
-5 -4 -3 -2 AL o 1 2 3 4 5 
Ix22/(64 D< II =1x (1x2) 11/ (o + 1] negativo | 
-¿——ASSSOOOOOOOSSS 
-5 -4 -3 -2 aa o 1 2 3 4 5 


Figura 10,8 


La figura 10.8 muestra un gráfico de este con- 
junto. 

Según el caso, podemos discurrir del modo si- 
guiente: 


Caso 1: Si2/(x + 1)< l,yx + ! es positivo, 
entonces 2< x + 1, y, 1< x. Así, pues, en este 
caso tenemos que x > l,y,x > — |, que es 
precisamente ta condición para que x > 1, Re- 
cíprocamente, six > l, entonces x + 1 > 2, 
yde aquí, 2/(x + 1)< 1. 


Caso 2:S12/(x + 1)< i, y.x + les negati- 
vo, entonces 2 > x + l, y, x< 1. Puesto que 


PROBLEMAS 


10.1 ¿Entre cuáles de los siguientes conjuntos se da la igual- 
dad? A =lx:x<lox >0:8B8=!lxr:x< 1Lyx> 
OC =tx:0<x< [LD =tx:0< I 


10.2 (a) Represente gráficamente el conjunto ty: 2< yl, 
{b} Represente gráficamente el conjunto |z : z < 31 
(e) Represente gráficamente el conjunto 
lu 0<u +2], 
(d) Represente gráficamente el conjunto 
Ivv +3<0l, 
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10.3 Defina mediante desigualdades cada uno de los gráfi- 
cos siguientes; 


SSA SS 
E ak 0 F: y 3 4 
(a 
SS SOS X 
-3 -2 -1 o 1 2 3 
(b) 
10.3 


30.4 Defina mediante desigualdades el conjunto que se re- 
presenta enseguida 


10.4 


10.5 Defina mediante desigualdades el conjunto cuya grá- 


fica es lá siguiente: 
A 
-n SOSA 
«E 0 1 2 3 4 
10.5 


10.6 ¿Cuál es el mayor de todos los números que no está 10.13 Dibujeel conjunto |y: y > Li N iz 1 < sh 
enel conjunto ix: x > 2 12 


10.14 Dibuje el conjunto de o<i< Y 


a} 


10.16 Dibuje el conjunto |x:x%> 0i, 


10.7 ¿Hay un número menor que todos los demás que per- 
tene, conjunto jx: 0< x 47 


10.15 Dibuje el conjunto de 0< 
10.8 Cuál os el menor de todos los números que no pertene- 
ceal conjunto fx: x< 212 E 


10.9 ¿Cuáles números no pertenecen al conjunto 
wolk VU dex I l? 10.17 Dibuje el conjunto {x:x? + 1> 2h 


10.10 ¿Cuáles múmeros no pertenecen al conjunto > 
PES D3>0 1 10.18 Dibuje el conjunto lx? =x —2> 0 |. 


. z —0<01 
10.11 Dibuje el conjunto Hx:0< x< 3 L 10.19 Dibuje el comjumo | 1:(1+ AUT DS 


10.20 Dibuje el conjunto Í —L.> 2} 


10.12 Dibuje el conjunto |y: y > H Nir: 1 <xl gel 


SEC. 11 
11 NUMEROS NATURALES 


Nuestra exposición sobre álgebra comenzó 
con el estudio de axiomas aplicables a todos los 
números. Veremos que existen diferentes clases 
de números; naturales, enteros, racionales e 
irracionales. Estas clases de números tienen una 
cierta cronología, entendida del modo siguiente: 
La definición formal de número que hemos ve- 
nido dando, ciertamente ha estado precedida 
de una concepción intuitiva, y los conjuntos de 
números que ahora definiremos, fueron capta- 
dos intuitivamente antes que lográramos una 
comprensión racional y clara del sistema com- 
pleto de los números, tal como ahora to conoce- 
mos, Históricamente, estas distintas clases de 
números no fueron descubiertas, o, si se prefie- 
re, inventadas, simultáneamente. En verdad, 
los números naturales, 1, 2, 3,,.., se usaron 
primero. El número cero se empleó por primera 
vez hace apenas unos pocos siglos y todavía s0- 
porta el estigma de ser considerado antinatural. 
Los números negalivos * aparecieron muy tar- 
díumente en la historia. Finalmente, aquellos 
misteriosos objetos, los números irracionales, 
sólo alcanzaron respetabilidad y posición esta- 
ble en el siglo XIX, a pesar del malogrado es- 
fuerzo por penetrar en la matemática durante 
la era helénica. 

Los axiomas para los números, usados por 
nosotros, no son los únicos posibles. Es com- 
pletamente factible comenzar con los axiomas 
sobre números naturales, y luego construir 
todos los demás números. También es posible 
principiar haciendo una teoría de conjuntos, 


* De la obra Principles of Algebra. de William Frend, 
Londres 1,796, tomamos esta cita: “Después de ver que 
un matemático tan capaz como Monsicur Clairavt pudiora. 
estar lan enceguecido y perplejo por esta extraña doctrina 
de las cantidades negativas (introducidas innecesariamente 
en la, por otros respectos, clara y sencilla Ciencia del Alge- 
bra, o Aritmética Universal) como para ponerse a discurrir 
tan débilmente en favor de ella, tal cual lo hemos visto en 
el pátrafo anterior, ya ciertamente ha llegado el momento 
de que todo fiet amante de esta ciencia, celoso de su honor, 
de su pureza y perspicuidad, exclame como el buen Arzo- 
bispo Tillotson, a propósito del Credo de Athanasian: “¡Oja- 
lá fuéramos suficientemente liberados de esto!” 
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construir luego los números naturales y más 
tarde el resto de los números *. Hemos esco- 
gido el conjunto, de axiomas empleado, preci- 
samente porque por este camino llegamos a 
saber más acerca de los números en menos 
tiempo que siguiendo otra cualquiera de las 
vías posibles. 


El camino de acceso que hemos escogido 
presenta una dificultad. No sabemos, hasta 
aquí, qué números deberían denominarse na- 
turales, enteros o racionales, Esta sección y 
la siguiente se consagran a la definición de es- 
Las clases especiales de números. El desarrollo 
ulterior del libro no requerirá de las ideas ex- 
Puestas en estas secciones y, por tanto, no 
penetraremos demasiado profundamente en el 
tema. Pero, parece conveniente tratar de rela- 
cionar nuestro sistema de axiomas con los di- 
versos conceptos de número estudiados ante- 
riormente por los lectores. 

La primera tarea que debemos acometer 
es esta: ¿Cómo definimos los números natu- 
rales? Damos por sentado que | es un número 
natural, y si z es natural, entonces 1 + ttam- 
bién lo será. Comenzamos observando algunos 
conjuntos que son tan amplios que cualquier 
número natural es elemento suyo. 


11.1 Definición. Un conjunto 4 de números 
se denomina inductivo si y sólo si l es elemento 
de A, y six + 1 es elemento de A siempre que 
lo sea x 

Demos varios ejemplos de conjuntos induc- 
tivos. El conjunto de todos los números es cier- 
tamente inductivo, de acuerdo con el axioma 


> Para mayor información sobre los números racionales 
e irracionales, véase la obra Numbers: Rational and Irra- 
tional, de Ivan Niven, Random House, 196}, traducida al 
español por Editorial Norma, 1968 bajo el ítulo de 
Números Racionales e Irracionales; para estudiar la cons- 
trucción del sistema numérico a partir del sistema de los 
naturales, véase The Real Number System in an Algebraic 
Setting, de J. B. Roberts, publicado por W. H. Fiecman y 
Co., 1962, o Foundations of Analysis, de E. Landau, publi- 
cado por Chelsea Publishing Co, y para la construcción 
del sistema numérico basándose en la teoría de conjuntos. 
véase Set Theory, The Structure of Arthmetic, de N. Ha- 
milton y J- Landin, publicado por Allyn y Bacon, 1962 
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de clausura; el conjunto de los números positi- 
vos es inductivo; el conjunto | x; x = ),0,x = 
2,0,x 2 3 les también inductivo, y postula- 
mos como cosa cierta que el conjunto de los 
números naturales es inductivo. Ningún conjun- 
to finito de números es inductivo, y el conjunto 
de los emteros pares no logra serlo. El número 1 
pertenece a todo conjunto inductivo, y por tan- 
to, también pertenece el 2 (¿por qué?), y el 3. 
De hecho, parece muy claro que cualquier nú- 
mero natural debe pertenecer a cualquier con- 
junto inductivo; esta es la clave de nuestra de- 
finición. 

11.2 Definición. Un número x es un número 
natural si y sólo si x pertenece a cualquier con- 
junto inductivo. 

Hay una consecuencia de esta definición, 
perfectamente obvia: Si A es un conjunto in- 
ductivo, entonces todo número natural pertene- 
ce a A. Este importante teorema tiene un nom- 
bre: 

11.3 Teorema. (Principio de inducción mate- 
mática) Si A es un conjunto inductivo, enton- 
ces todo número natural pertenece a A. 

Usaremos este teorema y las definiciones 
que lo preceden, para probar algunas propie- 
dades sencillas de los números naturales. En 
primer lugar, observamos que | es un número 
natural porque 1 pertenece a cualquier conjun- 
to inductivo. En segundo lugar demostramos 
que: 

11.4 Teorema. Si x es un número natural, tam- 
bién lo es x + 1. 

Demostración. Si x es un número natural, en- 
tonces x pertenece a cualquier conjunto induc- 
tivo, por definición. Pero, si x pertenece a un 
conjunto inductivo, también pertenece x + 1. 
de acuerdo con la definición de conjunto induc- 
tivo. En consecuencia, x + 1 pertenece a todo 
conjunto inductivo y, de aquí, en virtud de la 
definición de número natural, x + 1 es un nú- 
mero natural, |] 

El teorema anterior, unido al hecho de que 
1 es un número natural, demuestra que el con- 
junto de los números naturales es un conjunto 
inductivo. Esto, de seguro, representa la consu- 
mación de un hecho esperado con vehemencia. 
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La manera corriente de utilizar el principio 
de inducción matemática para establecer una 
propiedad de los números naturales, es demos- 
irar que el conjunto de números que tiene tal 
propiedad (a veces denominado el conjunto 
verdad de la proposición) es inductivo, y, de 
aquí, concluir que todo número natural perte- 
nece al conjunto. Así, por ejemplo, si deseamos 
demostrar que todo número natural es igual o 
mayor que |, consideramos el conjunto + x:x2 
Ll. Ciertamente, | pertenece a este conjunt 
ahora, bien, si y pertenece al conjunto (es decir, 
si y 2 1), entonces y + 1 también pertenece a 
él (basta con “sumar” las desigualdades y > 1, 
y» 1 > 0). En consecuencia, el conjunto { x: x 
> 1 | es inductivo, y, de aquí, se deduce que 
todo número natural pertenece al conjunto. Es 
decir: 

11.5 Teorema. Todo número natural es igual 
o mayor que 1. 

Demostraremos un último teorema sobre 
números naturales. En los problemas al final 
de esta sección, se establecerán muchas otras 
propiedades de los números naturales. A 
11.6 Teorema. Si x y y son números naturales, 
entonces x + y es también natural. 
Demostración. La siguiente es la estructura 
de la prueba: Inicialmente, desconocemos el 
número y, y definimos un conjunto X como el 
conjunto de todos los números tales que, suma- 
dos a x, originan un número natural; es decir, 
X = | z : z es un número, y, x + z es un número 
natural |, Enseguida, demostraremos que | es 
elemento de X. y que si z € X, entonces z + 
1 € X. O sea: demostraremos que x es induc- 
tivo, De todo esto, concluiremos que cualquier 
número natural, particularmente el y, pertene- 
ce a X. Esto demostrará que y cs un número 
tal que x + y es un número natural, y el teore- 
ma quedará demostrado. 

En csto, hay dos cosas qué demostrar, En pri- 
mer lugar, demostremos que | € X = | z; z es 
un número, y, x + z es un número natural |; 
es decir, queremos mostrar que x + 1 es un 
número natural; para ello, sabemos, por la 
hipótesis, que x es natural, y el teorema 11,4 
establece precisamente el hecho de que x + 1 
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es un número natural. En segundo lugar, debe- 
mos demostrar que si z € X, entoncesz + 1 € 
X. En otros términos, debemos demostrar que 
six + z es un número natural, entonces x + 
{z + 1) también lo es. Pero (¿acaso se ha olvi- 
dado el axioma de asociatividad?) esx + (z + 
t) = (x + z) + 1; y puesto que x + z es natu- 
ral, el teorema 11.4 nos garantiza que (x + 2) 
+ 1 es un número natural. Así, pues, se habrá 
probado que X es un conjunto inductivo, y el 
argumento del parágrafo precedente completa 
la demostración del teorema. | 


PROBLEMAS 


11.1 ¿Cuáles de los siguientes conjuntos son inductivos; 

El conjunto de todos los números positivos; el conjunto 
de todos los enteros múltiplos de 3; Í 1,2, 3,4 1; fx vx = 1, 
ox 23 klxox=—2,0,x 20}? 

11.2 ¿Es siempre cierto que si zı es un número natural y b 
no es natural, entonces 1 + b no es un némero natural? 
Explique. 

11.3 Los conjuntos de números se pueden representar como 
conjuntos de puntos sobre la recta. Por ejemplo, los puntos 
que quedan en la parte sombreada del siguiente dibujo, 
forman un conjunto no inductivo porque no tiene como ele- 
mento el número (punto) 1. Figura 11.3 

Dibuje vn conjunto inductivo al cual no pertenezca el 

número Ye 

Dibuje un conjunto inductivo al cual no pertenezca el 

número’. 

11.4 Sea A = I x; x = 2a, 0, x = 2n + L, donde nes un 
número natural, o,» = 0 |. Demuestre que el conjunto A 
es inductivo. 
11.5 Sea A = 
donde a cs un número natural, o, 
el conjunto 4 es inductivo 

11.6 Explique en qué forma los dos problemas anteriores 
son los pasos fundamentales para demostrar, con base en el 
principio de inducción matemática, que todo número natu- 
ral es par o impar, y que todo número natural es un múl- 
tiplo de 3, 6 1 más un múltiplo de tres, o, 2 más un múltiplo 
de3 


xix=3m,0,x= + Ll ox=3 42 
O i. Demuestre que 


121.7 Demuestre que el fa n es un número natural y 


na 1 4 ` 
aia +D sun número natural } es un conjunto inductivo. 
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11.8 Supuesto que 2! = 2 y que 2™™ = 2 + 2" para cual- 
quier número natural n, demuestre que 2" > » para todo 
número natural n, y con ello demuestre que el | me : m es un 
número natural, y, 2% > m les inductivo. 

11.9 Supóngase que a' = a y que a**t= q » a”, para todo 
n natural y para cualquier número a. Demuestre que a+ 
= a" + a? para cualquier número natural n. Después, de- 
muestre que si a 40, entonces a?? > O para cualquier 
número natural p. (Sugerencia; Considere el conjunto | m 
m es un número natural y a™ >0 H.) 

11.10 Demuestre que el lx : x = l, o, x —1 es un número 
natural | es inductivo y use este hecho para demostrar que 
sin es naturel y a > 1, entonces n —} cs un número natu- 
ral 

11.11 Sea B = } z; n es un número natural, y para todos 
los números x, sin < x< a + L, entonces x no es un núme- 
ro natural |, Demuestre que B es un conjunto inductivo 
(utitice el 11.10 si es necesario), y represente gráficamente 
la conclusión de que si n es cualquier número natural, en- 
tonces no existe ningún número natural entre a ysi + 1 
11.12 Demuestre que si p y q son números naturales y 
p > q, entonces p — q es un número natural. (Considere 
el conjunto f m : m es un nómero natural y si n es otro nú- 
mero natural menor que m, entonces m — n es un número 
natural |, y utilices! 11.11.) 

11.13 Demuestre que si x y y son números naturales, en- 
tonces x - y es también un número natural. 

12.14 Supuesto que a? = a y que 2"? = a? -a para todo 
número natural m, demuestre que g™ » a? = a para to- 
dos los números naturales m y a 

11.15 (Segundo principio de inducción matemática) Si 4 
es un conjunto no vacío de números naturales, entonces 
A tiene un elemento minimal (cs decir, hay un elemento de 
A que es menor que todos los demás elementos de A). (Sea 
B = | m mes un número natural y m< n para cualquier 
elemento n de A 1; demuestre que 8 es no inductivo. Con- 
sidere las posibilidades y recuerde el problema 11.11.) 


12 LOS NUMEROS ENTEROS Y LOS 
NUMEROS RACIONALES 


Ahora, vamos a especificar qué números se 
denominan enteros y cuáles racionales. Exa- 
minaremos esta clase especial de números, des- 
de el punto de vista del sistema de axiomas 
para números, y descubriremos que tanto los 
enteros como los racionales carecen de ciertas 


o 1 


Fig. 11.3 
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propiedades que debe poseer el conjunto de 
todos los números reales. 

La mayoría de las proposiciones que presen- 
taremos en esta sección se pueden demostrar 
muy sencillamente; dejaremos las demostra- 
ciones a cargo del lector (tales demostraciones 
se solicitarán bajo la forma de problemas al 
final de la sección, donde se harán algunas su- 
gerencias). 

Vamos a pasar revista a los hechos alusivos 
a los números naturales que habremos de nece- 
sitar. Todos tos números naturales son positi- 
vos, y 1 es el menor de todos los naturales, La 
suma y el producto de números naturales son 
números naturales, y si m y «1 son naturales y 
m > n, entonces m — n es un número natural. 
Finalmente (segundo principio de inducción 
matemática), cada conjunto no vacío de nú- 
meros naturales tiene un elemento minimal. 

Basándose en el hecho de que 1 es el número 
natural minimal, no es difícil demostrar que el 
recíproco de un número natural, diferente de 1, 
nunca es un número natural (vea el problema 
12.1). Dejamos sentado este hecho para ulte- 
rior utilización. 

12.1 Teorema. El único número natural cuyo 
recíproco es un número natural es el número l. 
Ahora, pasamos a definir los enteros. 


12.2 Definición. Un número x cs entero si y 
sólo six = 0, o, si x es un número natural, o si 
—x es un número natural. 

En otras palabras, x es un entero si y sólo si 
x = 0, 0 si existe un número natural n tal que 
x = n, 0, x = —n. Los siguientes teoremas se 
refieren a números enteros. 
12.3 Teorema. 0 es un entero. 
12.4 Teorema. Todo entero es la diferencia 
de dos números naturales; es decir, si x es un 
entero, entonces x = m —n para algunos núme- 
ros naturales 7z y a. 
Recíprocamente, si m y n son números natura- 
les, entonces m — n es siempre un entero. 
12.5 Teorema. La suma de dos enteros cs 
siempre un entero. 
12.6 Teorema. El opuesto de un entero es un 
entero. 


CAP. 2 


Es cierto que la adición de enteros es conmu- 
tativa y asociativa porque los enteros son nú- 
meros y la adición de números es conmutativa 
y asociativa, Dicho brevemente, el conjunto de 
los enteros, con la adición como operación, 
constituye un grupo conmutativo. Más aún, el 
teorema 12.6 afirma que si Q es el conjunto de 
los enteros positivos, entonces para cada ente- 
ro x, sólo una de las siguientes posibilidades 
es verdadera: x = 0, x€Q, o € Q. 
Este es el axioma de tricotomía para los ente- 
ros. 

12.7 Teorema. 1 es un entero, 
12.8 Teorema. El producto de dos enteros es 
un entero. 

Automáticamente, debido a que los enteros 
son números, la multiplicación de enteros es 
conmutativa y asociativa, y la multiplicación 
es distributiva respecto de la suma. Además, 
la suma y el producto de enteros positivos es 
un entero positivo. En pocas palabras: si la 
palabra “número” se reemplazare por la pala- 
bra “entero” en los enunciados de los axiomas 
para números, todas las proposiciones resul- 
tantes serían verdaderas, excepto posiblemente 
la proveniente del axioma M5 que aseguraría 
que todo entero, diferente de cero, tiene un in- 
verso multiplicarivo (recíproco) que es un en- 
tero. Sin embargo: 

12.9 Teorema. Los únicos enteros cuyos reci- 
procos son enteros son | y —1. 

Definimos ahora los números racionales. 
12.10 Definición. Un número es un núme- 
ro racional si y sólo si existen enteros a y b, 
tales quex = a/bícona # 0. y, b 0). 

Desde luego, la representación de un número 
racional como el cociente de enteros no es úni- 
ca. Por ejemplo, (—2)/3 = 4/(—6). 

12.11 Teorema. 
G) 0 es un número racional. 

(ii) El opuesta de un número racional es un 

número racional. 

(ii) La suma de dos números racionales es 

un número racional. 

(iv) 1 es un número racional. 

(v) El producto de números racionales es un 

número racional. 
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(vi) Si x es un número racional, y x # 0, en- 
tonces x”! es un número racional. 


Debido a que los racionales son números, 
la adición y la multiplicación de racionales son 
conmutativas y asociativas y la multiplicación 
es distributiva respecto de la suma. Además, 
si S es el conjunto de todos los números racio- 
nales positivos, entonces la suma y el producto 
de dos números de S pertenecen a 5; y six es 
cualquier número racional, entonces únicamen- 
te es verdadero uno de los siguientes enuncia- 
dos: x = 0, x € S,o, —x ES (tricotomía). De 
esta suerte, si la palabra “número” se reem- 
plaza por “número racional” en todos los axio- 
mas Al — A5, MI — M3, AM, D, y en los 
axiomas de orden, ¡entonces todas las proposi- 
ciones que resultan son verdaderas! En la ter- 
minología corriente de la matemática esto sig- 
nifica que el sistema de los números racionales 
es un cuerpo ordenado. 

Puesto que los números racionales tienen tan 
gratas propiedades, es apenas natural pregun- 
tarse por qué se necesitan otras clases de núme- 
ros más complicadas. Esta cuestión se la plan- 
tearon y respondieron los pitagóricos hace 
cerca de 2500 años. Ellos concebían el sistema 
de los números positivos como el conjunto de 
todas las posibles longitudes de segmentos de 
recta. Argilían (basados en el teorema de Pi- 
tágoras) que la diagonal de un cuadrado cuyo 
lado es la unidad de longitud, debería ser un 
número cuyo cuadrado es 2. Pero, también 
fueron capaces de demostrar, mediante el teo- 
rema siguiente, que no existe un número racio- 
nal cuyo cuadrado sea 2. De esto se sigue que 
si todo segmento de recta debe tener una lon- 
gitud, entonces ésta deberá ser, en algunos ca- 
sos, ¡un número que no es racional! También 
debe ser cierto que, en torno al sistema de nú- 
meros, bay hechos que no son consecuencias de 
los axiomas hasta ahora formulados, pues el 
sistema de los números racionales satisface 
todos estos axiomas. Plantearemos en la pró- 
xima sección el último axioma de permanencia 
del sistema numérico y finalizamos esta sección 
con el teorema mencionado atrás. 
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12,12 Teorema. No existe un número racional 
cuyo cuadrado sea 2. 

Demostración. La demostración se basa en la 
divisibilidad por 2. Recordamos que un núme- 
ro natural m es par si m = 2p para algún nú- 
mero natural p, y m es impar sim = 2q + 1 
para algún número natural q. Todo número 
natural es par o impar (véase el problema 
11.4). pero no ambas cosas, porque si 2p = 
24 + 1, entonces 2 p — q) = 1, lo cual resulta 
imposible pues 2 no tiene inverso multiplicati- 
vo entero. Observamos, además, que el cuadra- 
do de un número par 2p es 4p* = 2(2p*) que 
es par, y el cuadrado de un número impar 2q 
+ 1054924 49 + 1= Xy + 20+1 
que es impar. 

Ahora, supongamos que existe un número 
racional cuyo cuadrado es 2. En este caso, exis- 
tiría un número racional positivo x cuyo cua- 
drado sería 2 y habría números naturales m y 
n tales que x = m/n. Podemos suponer que 
m y n se escogen entre los posibles números 
naturales en forma que m sea tan pequeño co- 
mo se pueda*, Así las cosas, no debe ocurrir 
que m y n sean ambos pares, porque entonces 
podríamos expresar a x como el cociente (m/2) 
/(2/2) de números naturales más pequeños. 
Acto seguido, demostramos que se da una con- 
tradicción; el teorema quedará, pues, estable- 
cido al demostrar que m y n son ambos pares. 

Puesto que x? = (m/m)? = 2, m? =2n?, 
Entonces m debe ser par pues su cuadrado lo 
es, y, de esta suerte, m = 2p para algún núme- 
ro natural p. Entonces, m? = 4p? = 2n? y, en 
consecuencia, 2p? = n?, Y n resulta par por- 
que lo es su cuadrado. |] 


PROBLEMAS 


12.1 Demucsiro el teorema 12.1: El único número natural 
cuyo recíproco es otro número natural es el número 1, (Su- 
gerencia; Ven el teorema 11.5.) 


* Más precisamente, utilizando el segundo principio de 
inducción matemética, m es el menor clemento del | p : p 
es un número natural y para algón número natural g, 2 — 


plat. 
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12.2 ¿Cuáles de los siguientes son números naturales, cuá- 
les enteros, y cuáles números racionales? 


D, L, —1, 1/3, 1,4142, Y(—5),5— 7. 


12.3 ¿Es verdad siempre que si m es un entero y b no es un 
entero, entonces» + 6 no será un entero? Expliquese, 

12.4 Demuestre e] teorema 12.5: La suma de dos enteros 
es un entero 

12.5 Demuestre el teorema 12.6: El opuesto de un entero 
es unentero, 

12.6 Demuestre el teorema 12,8 El producto de dos cnte- 
ros es un entero. 

12.7 Demuestre el teorema 12.9: Los únicos enteros cuyos 
recíprocos son enteros son 1 y —1. 

12.8 Demuestre el teorema 12.11 (li): La suma de dos nú- 
meros racionales es un número racional, 

12.9 Demuestre el teorema 12.14 (v): El producto de dos 
números racionales es un número racional. 

12.10 Demuestre el teorema 12.11 (vi): Si x es un número 
racional y x > 0, entonces 17! es un número racional. 

12.13 ¿Existe algún número racional cuyo cuadrado sea 
3° (Véase el problema 11.5.) 

12.12 ¿Existe algún número racional cuyo cubo sea 2? 

12.13 Sea A el conjunto de todos los polinomios en x con 
coeficientes racionales. Los polinomios se pueden sumar y 
multiplicar en la forma ordinaria. Trate de establecer (no se 
exige demostración) cuáles de los axiomas Al — 45, M1 
—M5, AM, D sc cumplen para 4. Trate de definir un con- 
junto Pa de polinomios “positivos” de modo que 58 cum- 
plan los axiomas de orden. 


13 El AXIOMA DE CONTINUIDAD 


Esta sección tratará del último de los axio- 
mas relativo a números y de algunas de sus con- 
secuencias, lo cual completará nuestro estudio 
sobre el sistema numérico. Como anotamos en 
la introducción a este capítulo, es posible de- 
mostrar que si se dan dos sistemas y ambos 
satisfacen todos los axiomas que hemos enume- 
rado, entonces uno de los sistemas puede consi- 
derarse como una simple copia al carbón del 
otro. En pocas palabras, el axioma que se 
estudiará en esta sección realmente completa 
la lista de axiomas sobre números que hemos 
venido estudiando*, 


* Para lecturas más amplias sobre el axioma de conti- 
nuidad remitimos al lector a The Continuum and other 
Types of Serial Order, de Edward V. Huntington, editado 
por Dover Publications, 1955; 4 Survey of Modern Alge- 
bra, de Garret Birkhoff y Saunders MacLane, publicado 
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Comenzaremos con las nociones de elemento 

minimal y elemento maximal de un conjunto 
de números (ya hemos utilizado la noción de 
elemento minimal al establecer el segundo prin- 
cipio de inducción matemática). 
13.1 Definición. Un número a es el elemento 
minimal de un conjunto A de números si y sólo 
sia & A, y, a< x para todo x que sea también 
elemento de 4. 

Un número $ se llama elemento maximal de 
un conjunto A de números si b € A, yY, b > x 
para todo x que sea también elemento de A, 

El elemento minimal de un conjunto es jus- 
tamente el elemento que se encuentra en el ex- 
tremo izquierdo de nuestra representación 
geométrica, y el elemento maximal es el ele- 
mento que se halla al extremo derecho. El nú- 
mero | es el elemento minimal del conjunto N 
de los números naturales. No existe elemento 
maximal de N (¿por qué?). El número —2 es 
el elemento minimal del | 1, —2, 4 ) y 4 es el 
elemento maximal. El conjunto de todos tos 
números no tiene un elemento minimal ni ele- 
mento maximal. No existe elemento minimal 
del conjunto de los números positivos, pues si 
x fuese uno de tales números, x/2 es un número 
positivo menor. El conjunto lx:0<xyx<2' 
no tiene elemento minimal, en cambio, tiene a 
2 como elemento maximal. Desde luego, el con- 
junto vacío, Ø, no tiene elemento minimal ni 
elemento maximal, pues carece de elementos. 

El axioma de continuidad implica la situa- 
ción siguiente: Supongamos que partimos el 
conjunto de todos los números en dos subcon- 
juntos no vacíos, uno “a izquierda” que llama- 
remos conjunto L y otro “a derecha” que nom- 
bramos R, y tales que todo elemento de £ es 
menor que todo elemento de R ¿Es posible que 
£ no tenga elemento maximal y que R no tenga 
elemento minimal? Geométricamente (véase 
la figura 13.1), la respuesta afirmativa equival- 
dría a una especie de “portillo” en la recta nu- 
mérica. El axioma de continuidad nos asegura 
que ello no puede suceder, 


por MacMillan; y Pure Mathematics, de G- H. Hardy, 
publicado por Cambridge U. P., 1959, 
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Figura 13.1 


C Axioma de Continuidad. Supongamos que 
el conjunto de todos los números es la unión de 
dos conjuntos no vacíos £ y R, tales que todo 
elemento de L es menor que cualquier elemen- 
to de R. Entonces, o L tiene elemento maxi- 
mal o R tiene elemento minimal. 

Las demostraciones que utilizan el axiema 
de continuidad generalmente involucran la se- 
paración de los números reales en conjuntos a 
izquierda y a derecha y, además, invocan el 
axioma. El siguiente es un buen ejemplo: 

13.2 Teorema. Para todo número c existe un 
número natural z tal quen > e. 

Demostración. Definamos a L como el ix : x 
< n para algún n natural y R =Íx:x>n 
para cualquier n natural í, Así las cosas, todo 
número o pertenece a L o a R, y el teorema 
quedará demostrado si establecemos que R es 
vacío. Lo hacemos del modo siguiente: 

En primer lugar, £ no tiene elemento maxi- 
mal porque six € L, entonces x < n para al- 
gún número natural n; de aquí, x + 1< 7 +1; 
de esta suerte, x + | es menor que algún na- 
tural y por ello pertenece a £; en consecuencia 
xno puede ser el elemento maximal. 

En segundo lugar, R no tiene elemento mini- 
mal porque, si suponemos que b fuese el ele- 


mento minimal de R, entonces b — 1 no perte- 
necería a R y por tanto, en virtud de la defini- 
ción de R, se deduciría gue b — 1 < n para 


algún número natural n. Pero b < n + 1, de 
modo que b vendría a ser menor que un núme- 
ro natural y no pertenecería a R, y esto es con- 
tradictorio con lo supuesto. 

Finalmente, cada clemento de L es menor 
que algún número natural y cada elemento de 
R es mayor que cualquier número natural. De 
aquí, se deduce que cualquier elemento de L 
es menor que cualquier elemento de R. Enton- 
ces, podemos concluir, a partir del axioma de 
continuidad, que L es vacío o que R es vacio: 
Pero O € £ porque 0 es menor que el número 
natural 1; en consecuencia R es vacío, [] 
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Un corolario muy útil de este teorema nos 
dice intuitivamente que los recíprocos de los 
números naturales se acumulan cada vez más 
en las proximidades de 0 


13.3 Corolario. Para todo número positivo e 
existe un número natural » tal que 1/n< e, 

Demostración. De acuerdo con el teorema 
13.2, podemos escoger un número natural z 


1 do 
tal que n > Ta puesto que e es positivo, se 


sigueque L <e, f 
n 

Para concluir, usamos el axioma de conti- 
nuidad para demostrar que todo número posi- 
tivo tiene raíz cuadrada. Hemos demostrado 
en la sección precedente que no existe ningún 
número racional tal que su cuadrado sea 2. Del 
próximo teorema se deduce que existe un nú- 
mero cuyo cuadrado es 2; en consecuencia, 
ese número no puede ser racional. Este será 
entonces nuestro primer ejemplo de un número 
irracional, 


13.4 Teorema sobre la existencia de raices 
cuadradas. Para todo número positivo a existe 
un número x tal quex? = a. 

Demostración. La idea de la demostración es 
partir el conjunto de los números en dos con- 
juntos: uno a la izquierda constituido por nú- 
meros negativos y no negativos cuyos cuadra- 
dos sean menores que a, y otro a la derecha 
formado por números positivos cuyos cuadra- 
dos sean mayores que a. Hacemos L =1p:y < 
0, o y es positivo, y, y?< aty R =|z:zes 
positivo y z? > a l, Si no hay un número cuyo 
cuadrado sea a, entonces todo número o perte- 
nece a L oa R. Sentada esta hipótesis, el teo- 
rema se demuestra llegando a una contradic- 
ción con el axioma de continuidad. Presentamos 
las distintas etapas de la prueba bajo la forma 
de lemas. 


13.5 Lema. No son vacíos £ ni R 

Demostración. Observemos que 0 E L, kuc- 
go Ł no es vacío. Sabemos que existe un núme- 
ro natural n tal que n > a, por el teorema 13,2. 
Pero, en ese caso, n 21; de donde, n? > n (basta 
multiplicar la desigualdad n > 1 por a), y por 
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esta razón n? > n > a. Por consiguiente, n E 
R, y hemos demostrado que R noes vacío. |] 
13.6 Lema. Cada elemento de £ es menor que 
todo elemento de R. 

Demostración. Supongamos que y € L, y, 
z € R. Sip < 0 entonces y < z porque z es po- 
sitivo. Si y es positivo, entonces y? < a, y, z?> 
a, de donde z? > y?. En ese caso z? — y? = 
(e — yHz + y) es positivo. Pero, z + y es la 
suma de dos números positivos y es por tanto po- 
sitiva, luego z —y es positiva. y. en consecuencia 
z2>y 1] 

13.7 Lema. No hay en £ elemento maximal. 
Demostración. En primer lugar, observamos 
que ningún número negativo puede ser el ele- 
mento maximal de £ porque 0 € £. Después, 
demostraremos que ningún elemento y, no ne- 
gativo, de L, puede ser elemento maximal de 
L; para ello, basta demostrar que para algún 


E 1 da 
número natural n, y + - también pertenece a 
n 


L. Puesto que y E L y y 2 0, y sabemos que 
y*< a, entonces a — y? es positivo, Para de- 
mostrar que hay un número natural n tal que 
y + 1/n € L, debemos demostrar que para 
algún número tal, es 


(+i =4+ 


o, lo que es igual, que 


1 1 
url) <e- 


Como quiera quel /n < 1, basta encontrar un 
número natural » tal que (l/m) (2y + 1) < 
a — y". Pero, de acuerdo con el teorema 13.3, 
es siempre posible escoger un número natural 
n tal que 1/n sea menor que el número positivo 


ay 


; de donde, resulta que se cumple el 


3y 1 


lema. |] 

13.8 Lema. No existe clemento minimal en 
R. 
Demostración. Demostraremos que si z es po- 
sitivo y z? > a, entonces para algún número 
natural a se verifica que z — t/n es positivo y 
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(z — 1/n)? > a. La demostración es bastante 
semejante a la anterior; haremos un esquema 
de ella tratando de reproducir la manera como 
un matemático podría descubrir tal demostra- 
ción. Si la respuesta fuere “sí” a una cualquie- 
ra de las preguntas que se formulan a continua- 
ción, ello implicaría una respuesta positiva a 
la pregunta que la precede. 


5 
me i>0 Y (-;) >a 


mica y 
a 

los y 
A 
1 

mi 

Pmi <a y 
1 

> 2 

ESA Y 

Cecil 

?n, | menor que el menor entre z y 
z 


Respuesta: Sí. f 


PROBLEMAS 


13.1 Dados un número 6 y un número positivo a demuestre 
que existe un número natural a tal que na > b. 

13.2 Utilice el hecho de que existe un número cuyo cuadra- 
do es 2 (Hamado Y) para probar que existe un número cu- 
yo cuadrado es $. 

13.3 Utilice el hecho de que la Y Tes un número irracional 
para demostrar que YE es irracional. 

13.4 Demuestre que si 7 es un número racional y q es un 
irracional, entonces 7 -+ q es un número irracional, 

13.5 Demuestre que si y <s racional sicndo r 56 0, y si q es 
irracional, entonoes reg es un número irracional, 

13.6 Halle dos números irracionales cuya suma sca 4. 

13.7 Halle dos números irracionales cuyo producto sea 4, 
13.8 Demuestre que el conjunto de los números racionales 
no satisface el axioma de continuidad; para ello presente 
conjuntos L y R no vacíos de números racibnales tales que 
L no tenga elemento maximal, R no tenga elemento mini- 
mal, que cada elemento de £ sea menor que todo elemento 
de R y que L U R sea el conjunto de todos los números 
racionales 

13.9 Un número g se denomina una cota inferior de un 
conjunto A sí a < x para todo elemento x de 4. Un número 
b se Mama una cota superior de un conjunto A six Sb 
para tado elemento y de 4. DÉ, si es posible, dos cotas 


SEC. 13 


inferiores y dos cotas superiores distintas para cada uno 
de los conjuntos siguientes: 

lx:0<xS 1 ), 1: nes un número natural ], 

lx:I<x< 20x<0 1D, la:aesunentero | 


13.10 Un conjunto puede tener o no tener cota superior, 
tener o no alguna cota inferior, tener o no elemento maxi- 
mal, tener o no elemento minimal. Los 16 posibles arre- 
glos de estas propiedades se enumeran abajo (“4” signifi- 
ca: “tiene cora superior", “—u" significa: “no tiene cota 
superior”, “P” significa: “tiene cota inferior”, ete). En 
cada caso, dé un ejemplo de conjuntos que tengan la combi- 
nación determinada de propiedades y, en caso de ser im- 
posible, explique por qué. °$" quiere decir que tiene 
elemento maximal y “s* que tiene elemento minimal.) 
utbs; ulb—s; ul—bs; ul—b—s; u—lbs; u—lb—s; u—i—bs; 
u—i—b—s: —ulbs: —ulbs: —ul—bs --ul—b—s; 
uibs; —u—lb—s; —u—i—bs; —u—i—b—s. 


13.11 Supongamos que A es un conjunto no vacío que 
tiene al menos una cota superior. Sea R = | è: b es una 
cota superior de A | y sea L = | ¢; e no es una cota su- 
perior de A |, Demuestre que R tiene un elemento mini- 
mal. Así, cualquier conjunto no vacio que tiene una cota 
superior, tiene una minima cota superior. 
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13.12 Supóngase que A es un conjunto po vacio que tiene 
al menos una cota inferior y sea £ = | a : a es una cota 
ferior de 4 |, Demuestre que £ tiene un elemento maximal 
Así, todo conjunto no vacio que tiene una cota inferior, 
tene una máxima cota inferior, 


13.13 (a) Supóngase que a y b son números positivos ta- 
les que b— a > 1 y (atenidos al segundo prin- 
cipio de inducción matemática) supongamos que 
a sea el menor número natural que es mayor 
que a. Observe que n — 1< a< n y demuestre 
quea<a< b. 

(b) Demuestre que si a y b son números cualesquie- 
ra tales que b — a > 1, entonces existe un en- 
tero e tal que a< e< b 

4c) Demuestre que si a < b, entonces existe un nú- 
mero racional y tal que a < r < b; es decir, en- 
tres dos números distintos cualesquiera existe un 
número racional. (Sugerencia: Comience por 
elegir un número natural p tal que l/p< b—a: 
entonces |< p (b — a) = bp — pa. Luego, uti- 
lice (b) para encontrar un entero entre bp y ap.) 


13.14 ¿Existe un número irracional entre dos números 
distintos cualesquiera? 


CAPITULO 3 


Vectores y Rectas 


Hemos terminado nuestro repaso y revisión 
del álgebra elemental y estamos listos para es- 
tudiar los tópicos que forman la parte principal 
de este curso, Usaremos los teoremas de los 
capítulos anteriores libremente y sin mención 
explícita ya que necesitaremos solamente algu- 
nos puntos muy simples de estos capítulos. * 

Las siguientes secciones comienzan con el 
estudio de la geometría y del álgebra de espacios 
vectoriales de dos y tres dimensiones. Definimos 
pares ordenados y ternas y luego describimos 
puntos geométricos como pares ordenados (o 
ternas) de números; a estos también los llama- 
mos vectores. Estamos deseosos de utilizar la 
intuición geométrica que el estudiante debe 
haber obtenido en sus estudios de geometría 
plana, y, en consecuencia, usaremos ilustracio- 
nes geométricas sistemáticamente. Más tarde, 
en este capítulo, empezaremos por definir obje- 
tos geométricos, más precisamente, mediante 
términos no definidos y axiomas de nuestro 
sistema, Finalmente aplicamos el álgebra vec- 
torial al estudio de rectas. Es interesante ver 
que todos los teoremas sobre rectas que apa- 
recen en este capítulo son verdaderos tanto para 
dos como para tres dimensiones y, de hecho, 
para cualquier número de dimensiones. La últi- 
ma sección del capítulo se dedica a espacios 


* Nota de interés para el estudiante: Si dos capítulos 
anteriores parecieron dificiles de entender, y muy por 
encima de la capacidad de comprensión del lector, se 
puede hacer de cuenta que el curso comienza en reali- 
dad en este capitulo. 
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vectoriales de dimensiones superiores. Defini- 
mos espacios vectoriales n-dimensionales y es- 
bozamos el desarrollo que ya está elaborado 
en detalle para espacios vectoriales de dos y 
tres dimensiones a lo largo del capítulo. 

Finalmente, así como el estudio del sistema 
numérico nos lleva a considerar la noción de 
conjunto, también surge aquí la noción de fun- 
ción. Definimos función utilizando conjuntos. 
Vale la pena anotar que la noción de función 
es, con la posible excepción de la noción de con- 
junto, el concepto más importante en male- 
mática. 
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Nuestro primer objetivo es definir la noción 
de par ordenado. Esto es. para cada dos obje- 
tos a y b queremos tener un objeto (a, b) que 
tiene la propiedad de que si (a, b) = (c, d), en- 
tonces a = c y b = d. Es perfectamente razo- 
nable tomar la noción de pares ordenados como 
no definido y açeptar como un axioma la pro- 
piedad que acabamos de enumerar. Sin em- 
bargo, esto parece un poco inoficioso ya que 
no es muy difícil definir un par ordenado en 
términos de conjuntos. En consecuencia, para 
dar al lector un poco más de práctica en la teo- 
ría de conjuntos, haremos esta definición y de- 
mostraremos como un teorema la propiedad 
deseada. Si el lector no desea más práctica en 
la teoría de conjuntos, puede suponer, sin per- 
judicar su comprensión de este curso, que el 
concepto de par ordenado es no definido y que 
nuestro primer teorema es un axioma. 
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La idea que prevalece en la definición que 
damos es bastante sencilla. Dados dos objetos 
a y b, queremos construir un conjunto que 
comprenda a a y b y que tenga alguna estruc- 
tura especial que nos permita “recuperar” a 
a y b de ese conjunto; este conjunto especial 
se llamará entonces el par ordenado (a, b). 
(El término “ordenado” es gramático y no ma- 
temático; se deriva del hecho de que (a, b) no 
es necesariamente igual a (b, a).) Lo primero 
que se nos ocurre puede ser establecer que 
(a, b) = ta, b i; pero este no es el caso porque 
ta, b } = Íb, a ty el teorema que tratamos se- 
tía falso. Sin embargo, una definición un poco 
más elaborada es más conveniente. La defini- 
ción que damos sugiere la utilización de tos 
conceptos, “primera coordenada” y “segunda 
coordenada”, tal como lo haremos enseguida. 
14.1 Definición.* (a, 5) = Ila, 1), (b, 21i 

Así, los elementos del par (a, b) son (a, 11 y 
La, 21. Es conveniente demostrar un lema antes 
de establecer el único teorema sobre pares or- 
denados. 

14.2 Lema, Si lx, y! = lx, z |, entonces y = z. 
Demostración. Si | x, y | = lx, z t, entonces 
y» € lx, zl y por consiguiente y = z, en cuyo 
caso el lema queda establecido, o sea, y = x. 
En este último caso {x| = tx, yi = ix, ziy 
por consiguiente z = x, Así en este caso, y = x 
yz = x y en consecuencia y = 
14.3 Teorema sobre pares ordenados. Si (a, b) 
= (c, d), entoncesa = c yb = d. 

Demostración. Por hipótesis || a, 1 1,16,2 i 
=le, 1 hid, 2 li, y portantola, 1 1=fc,1 
ota, l| = td, 2}. En el primer caso a = e de 
acuerdo con el lema precedente, y.en el segundo 
caso es fácil ver que a = 2 y d = 1. En forma 
semejante! c, 1 |= {a,l lofe,1t=1b,2 1 


f 
! 
1 


+ Esta definición comprende el sistema numérico; sin 
embargo, puede darse una definición que comprenda sólo 
la teoría de conjuntos (véase el problema 7.9). Norbest Wie- 
ner del Instituto Tecnológico de Massachusetts, fue el pri» 
mero en enunciar tal definición. Este logro notable y la idea 
luminosa de C. S. Pierce de definir las relaciones como 
conjuntos de pares ordenados, constituyeron avances de la 
mayor significación en la construtción de todas las mate- 
máticas dentro de la teoría de conjuntos. 
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de lo cual inferimos que a =c0,c =2yb=1. 
Así, se cumple que a = ¢ o todo lo que sigue: 

=2d=1,c=2 yb = 1. De csta suerte, 
para cualquier caso a = c. Por consiguiente, 
podemos aplicar el lema anterior al caso 
Ha 11,1b,2 1i =Ħe, l l, fd, 211 y deducir 
que f b, 21 = Í d, 21. Si aplicamos el lema 
nuevamente vemos que b = d. 

Si un conjunto A es un par ordenado, enton- 
ces ÆA = (a, b) para elementos únicos a y b 
debido al teorema precedente. En consecuencia 
podemos, sin anbigüedad, definir: 

14.4 Definición. La primera coordenada de (a, 
b)es a y la segunda es b. 

Podemos hacer un par ordenado con dos ob- 

jetos cualesquiera a y b, pero nos interesará 
particularmente lo relativo a pares ordenados 
de números. 
14.5 Definiciones. Un par ordenado de núme- 
ros se llama un vector bidimensional, o un pun- 
to del plano coordenado, o simplemente un 
punto del plano. El plano coordenado, o sim- 
plemente el plano, o espacio vectorial bidimen- 
sional, es el conjunto de todos los pares ordena- 
dos de números; es decir, | (x. y): x y y son 
números |. 

Hay una buena razón geométrica para lla- 
mar al conjunto de pares de números, el plano 
coordenado. Consideremos la interpretación 
geométrica que se muestra en la figura 14.1. 
Una recta horizontal se llama el eje de x, una 
recta vertical se llama el eje de y. y el punto 
donde se cortan se llama el origen. El sentido 


p 


15,2) 
Es, A 


(2,21 


14,-8) 


Figura 14.1 
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positivo del eje de x se toma hacia la derecha y el 
del eje de y, verticalmente hacia arriba; si se 
piensa que la figura es un mapa, entonces el sen- 
tido del eje de y es el norte y el del eje de x es el 
este. A cada par de números, por ejemplo (5, 2), 
asignamos un punto en el plano por medio del 
siguiente convenio: partiendo del origen, llévese 
en el sentido del eje de x, un número de unida- 
des igual a la primera coordenada del par y en 
seguida llévese en la dirección y sentido del 
eje de y, un número de unidades igual a la se- 
gunda coordenada del par. De este modo (5, 2) 
está a 5 unidades en el sentido del cje de x y a 2 
unidades en el sentido del eje de y. La primera 
coordenada de un par se llama frecuentemente 
coordenada x (o abscisa) y la segunda, ta coor- 
denada y (u ordenada). Si la coordenada x 
es negativa, se entiende que debemos movernos 
en el sentido opuesto al del eje de x el número 
preestablecido de unidades, y, similarmente, 
para la coordenada y. Así (—3, 1) es el punto 
que se muestra en el extremo superior izquier- 
do; (4, —3) está en el extremo inferior derecho. 
Obsérvese que la coordenada x de un punto 
es la distancia del eje de y al punto, con el signo 
correctamente escogido, y la coordenada y es 
la distancia del eje de x al punto. 

Este método de designar puntos en el plano 
geométrico establece una correspondencia bi- 
unívoca entre puntos geométricos y pares orde- 
nados; esto es, cada punto se designa exacta. 
mente por un par ordenado de números, y cada 
par ordenado de números designa exactamente 
un punto; esto constituye un logro importante 
que hace posible el estudio de propiedades del 
plano geométrico valiéndonos de propiedades 
algebraicas del conjunto de pares de números. 

No hay mayor dificultad en definir una terna 
ordenada de objetos y de hallar una interpreta- 
ción geométrica del conjunto de ternas ordena- 
das de números. De la misma manera utilizada 
para los pares, buscamos una definición de 
la, b, c) de modo que si (a, b, c) = (p, q, 7) 
entonces a = p, b = q, c = r. La siguiente 
definición nos servirá para este propósito. * 


* La definición (29.0) = la, 11, 1b, 21.1 e, 31i no fun 
ciona. Véase problema 14,17, 
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14.6 Definición. {a.b,c) = (a, b). c). 

Esto es, la terna ordenada (a, b, c) es el par 
ordenado cuya primera coordenada es (a, b) 
y cuya segunda coordenada es c. 

14.7 Teorema. Si (a, b, c) = (p, q, r), enton- 
cesa=pb=qc=r 

Demostración. Si (a, b, e) = (p. q. r), entonces 
por la definición de terna ordenada vemos que 
((a, b),c) = (p, g) r) Aplicando el teore- 
ma 14.3 sobre pares ordenados inferimos que 
(a. b) = {p.q ) yc = r, y aplicando nueva- 
mente el mismo teorema vemos que a = p y b 
=q. 

Nuevamente, en este caso tampoco existe 

inconveniente alguno en que el tector prefiera 
tomar la noción de terna ordenada como no de- 
finida y considerar el teorema 14.7 como axio- 
ma. 
14.8 Definiciones. Una terna ordenada de 
números se llama un vector tridimensional o 
un punto en coordenadas en el espacio de 3 
dimensiones. Espacio vectorial tridimensional 
o simplemente el espacio de 3 dimensiones es el 
conjunto de ternas ordenadas de números; esto 
es, el espacio de 3 dimensiones es el! (x, y, 2): x, 
y. Z son números |. 

El conjunto de ternas ordenadas se llama 
espacio tridimensional debido a la siguiente 
interpretación geométrica. Consideremos, como 
se muestra en la figura 14.2, tres rectas mutua- 
mente perpendiculares, los ejes x, y, z, que pa- 
san a través de un punto llamado el origen; se 


y 


Figura 14.2 


supone que el sentido positivo de x es hacia la 
derecha, el de z es verticalmente hacia arriba 
y el de y se supone saliendo del papel hacia el 
lector. 
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Cada terna de números puede utilizarse para 
indicar direcciones que proceden del origen ha- 
cia un punto, tomando del origen cn el sentido 
del eje de x el número de unidades igual a la 
primera coordenada de la terna, en el sentido 
de y el número de unidades correspondiente a 
la segunda coordenada, y en el de z el número 
de unidades equivalente a la tercera coordena- 
da. Las tres coordenadas se denominan a ve- 
ces las coordenadas x, y, z del punto. Como se 
muestra en la figura 14.2 podemos visualizar 
este hecho representando una caja que tenga 
un vértice en el origen y cuyas aristas tengan 
longitudes iguales a las tres coordenadas res- 
pectivas, siendo el punto buscado el vértice 
de la caja que se opone al origen. Si la coorde- 
nada x es negativa, situamos cl punto yendo 
en el sentido opuesto al del eje x, y, así sucesi- 
vamente. El plano que contiene los ejes y y z 
se llama el plano pz y vemos que la coordenada 
x de un punto es la distancia del plano yz al 
punto, con el signo clegido convenientemente. 

Este método de designar puntos en un espacio 
ordinario establece una correspondencia biuní- 
voca entre puntos y ternas ordenadas y nos 
permite el estudio de la geometría de cuerpos 
sólidos valiéndonos del álgebra de ternas de 
números. 


PROBLEMAS 


14.1 Dibuje los ejes de x y y y sitúe los siguientes puntos 
(0,0; 0,0; (10); 6,0; (2,3), 6,2); 70) 
(=b 64 DG, 9), 3,90, $. 
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14.2 Haile los números xy psi 


(a) (eL, y — 2) = (0,1); 
(b) (lx 1, —5) = (a, y + 1); 
() +y = {2r y) 


14.3 Halle los números x. y. z si 
try = (06-25-4244). 


14.4 Haga un dibujo en perspectiva de los ejes x, y, z para 
un espacio tridimensional como el de la figura 14,2 del tex- 
to y sitús en él los siguientes puntos 


(6, 0, 0); (0, 0, 1); (0, L, 0), G, 0, 0); (0, 0. — 1x; --2, 
(—1,2,0),(1, 1, i} (1,2,3. 


LO 


14.5 Dibaje cada uno de los siguientes conjuntos de puntos 
en el plano: 


a) (tay): z 
() 160: y 


0) 
o) 


(b) 
d) 


LESI] 
iy): z 


14.6 Dibuje cada uno de los siguientes conjuntos de puntos 
en el plano: 


(a) (ay: s> 0) (b) 
(dd) {zy y <0 (d) 


14.7 Dibuje en un espacio tridimensional cada uno de los 
siguientes conjuntos. 

(a) (64,2): 2 =0) (b) (y, 2): 7 =0y2 =0] 
W iena: y= 1} () (64 d:2=Y 


148 Describa cada una de las regiones dibujadas como el 
conjunto de puntos (x. y) que satisfagan alguna condición. 
(El área sombreada debe considerarse extendida indefini- 
damente como el modelo.) 

149 Si (a, 6 ) y (c. d ) son puntos en el plano y a = c, en- 
tonces la pendiente de la recta que pasa por esos puntos se 


(y <O yy <0] 
KETER 


define como el número 2 — 4. Puede parecer que esta de- 
aze 

finición dependa del orden en que se tomen los puntos, pero 

afortunadamente no ss así. Compruebe que la definición 


de) {d} 
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no depende del orden en que se tomen los puntos, demos- 


trando que Bd _ A ZÙ cuando a, b, c, dson números 
aTe g 
y a 5 c. Considérese también el caso a = e y explique por 
qué ningún número es dado como la pendiente en tal caso. 
14.10 Describa cada una de las siguientes expresiones co- 
mo el conjunto de ( x, y. z ) que satisfacen alguna condición. 
(a) el plano x - z (esto es, el plano que contiene los 
ejes x y 2). 
(b) el plano x - y. 
(6) el plano horizontal situado a 2 unidades sobre el 
plano x - y. 
(8) eì eje x- 
14.11 Los puntos (a, 5) tales que tanto a como b son en- 
teros, se llaman puntos reticulares enteros. Halle un ejem- 
plo de una recta (representarla como un conjunto de puntos) 
ala cual no pertenezcan puntos reticulares enteros. 
14.12 Sitúc una docena de puntos reticulares enteros de la 
forma (x, 2x). Dibuje rectas para indicar cómo e! conjunto 
de todos los puntos seticulares enteros de la forma (x, 2x) 
puede usarse para establecer una correspondencia biunivo- 
ca entre el conjunto de tudós los enteros y el conjunto de 
todos los enteros pares. 
14.13 Si se puede establecer una correspondencia biuní- 
voca entre dos conjuntos, ambos deben,tener el mismo 
número dé elementos. Use esta sencilla idea para resolver 
el siguiénte acertijo. ¿Cuántos encuentros sc jugarán en 
un torneo de tenis (por eliminación sencilla) en el cual in- 
tervieñen 1729 jugadores? 
14.14 Dibuje cada uno de los siguientes conjuntos de pun- 
105 en el plano. 


tei ya 


(my): +y =l 
14.15 ¿Cuántas ternas ordenadas se pueden formar con los 
dígitos? (Los dígitos son 0, 1,2, 3,4, 5, 6, 7.8, 9.) 

14.16 Los puntos (a, b, e), tates que a. b. c son enteros, se 
Vaman puntos reticulares enteros en un espacio tridimen- 
sional. Halte cuatro puntos reticulares enteros en un espas 
cio tridimensional que sean los cuatro vértices de un te- 
traedro regular. 

14.17 Demuestre que (a, b,c) = Ha 1 16.21. 10.31) 
no sería una definición aconsejable de terga ordenada, 
aunque sabemos que 1 34 2 943 741, 
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Antes de comenzar el estudio del vector geo- 
métrico, queremos definir una de las nociones 
más importantes de la malemática, la de fun- 
ción. Intuitivamente se supone que una función 
es una correspondencia que asigna a cada ele- 
mento de una cierta clase, llamada et dominio de 
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la función, algún elemento correspondiente, Por 
ejemplo, podemos considerar la corresponden- 
cia que a cada persona le asigna su madre; esta 
correspondencia es una función, siendo el hecho 
esencial que a cada elemento del dominio, que 
en este caso es el conjunto de todas las perso- 
nas*, hay asignado precisamente un elemento 
de otro conjunto (en este caso, el conjunto de 
todas las madres). Desde luego, varias perso- 
nas diferentes (hermanos y hermanas) pueden 
corresponder a la misma madre. En términos 
matemáticos, esta correspondencia no es biu- 
nívoca. Pero a cada persona le corresponde 
solamente una madre. Llamemos M la corres- 
pondencia; dejamos sentado que M no cs el 
conjunto de todas las personas, ni el de todas 
las madres, sino la correspondencia misma. Si 
C es un elemento del dominio de M, esto es, C 
es una persona, entonces la madre de C la deno- 
tamos por M(C). Así, M (Jorge VH) = Victo- 
ria y M (Elizabeth) = Ana Bolena. En general, 
sif es una función y x es un elemento del domi- 
nio de f, entonces f(x) es aquel objeto que co- 
rresponde a x. Este se llama el valor de fen x. 
Un ejemplo más matemático nos puede ayu- 
dar. Considérese la correspondencia f dibujada 
esquemáticamente en la figura 15,1, El dominio - 
de f se supone que consta de los puntos a, $, c, 


Figura 15.1 


d y la correspondencia fenvíaaap,baq,car 
ydap;estoes,f(a) =p, f(b)=q.f(0) =+.y 
fu) =p. 

Antes de dar más ejemplos de funciones, con- 
sideremos el mayor problema matemático de 
esta sección. ¿Cómo vamos a definir una fun- 
ción? La clave de la definición está en el hecho 
de que una correspondencia queda completa- 
mente descrita si sabemos qué objeto corres- 


* Excepto Adán y Eva. 
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ponde a cada elemento del dominio. Ésto sugie- 
re que si conocemos el conjunto de todos los 
pares ordenados de la forma (elemento del do- 
minio, objeto correspondiente), entonces la fun- 
ción deberá estar completamente descrita. En 
otras palabras, el conjunto de todos los pares 
(e, fe), la describe completamente. De esta 
suerte, la función f definida en el parágrafo 
precedente está completamente descrita por el 
conjunto 1 (a, p), (b. q), (c, 7). (d, p)!. Si esto 
presenta alguna confusión, no hay que preocu- 
parse. La noción intuitiva de una función es 
precisamente la de una correspondencia y lo 
único que necesitamos saber sobre las funcio- 
nes se da en el único teorema de esta sección”. 


15,1 Definición. fes una función si y sólo si fes 
un conjunto de pares ordenados tales que dos 
de ellos no tengan la misma primera coordena- 
da, Más formalmente, fes una función si y sólo 
si f es un conjunto, en donde cada miembro de 
fesun par ordenado, y si (x, y) y (x, 7) pertene- 
cen a f, entonces y = z. 

Por ejemplo, į (0, 1), (1, 1} ] es una función; 
pero( (1,0), (1, 1)] no es función. 

Usaremos los términos “función”, “corres- 
pondencia” o “aplicación” indiscriminadamen- 
te. 

Un elemento de una función f es entonces un 
par cuya primera coordenada es un elemento 
del dominio y cuya segunda coordenada es el 
objeto que corresponde a este elemento. La 
condición de que dos pares pertenecientes a f 
no tengan la misma primera coordenada es 
precisamente una manera de asegurarse de que 
hay sólo un elemento que corresponde a cada 
elemento del dominio. Podemos definir muy 
fácilmente el dominio de una función y el valor 
de la función para un elemento de su dominio. 
15.2 Definiciones. El dominio de una función 
fes el conjunto de las primeras coordenadas de 
los elementos de f. El valor de fen un elemento 
x de su dominio, llamado f(x), es la segunda 


* Si el lector sabe por su experiencia anterior lo que es 
el gráfico de una función, sólo necesita ves que para nues. 
tro propósito Ja función se identifica con su gráfico. 
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coordenada de tal elemento de f cuya primera 
coordenada es x. El conjunto de todas las se- 
gundas coordenadas de elementos de f es el 
codominio de f. 

Damos un ejemplo: 

15,3 Ejemplo, Sea £ 1 (0, 1), (1. D, (2, 0) |. 
¿Cuáles son el dominio y el codominio de f y 
cuál el valor de fen cada elemento de su domi- 
nio? Comenzamos observando que f es en ver- 
dad una función, ya que no hay dos elementos 
que tengan la misma primera coordenada. El 
dominio de f es el conjunto de las primeras 
coordenadas de sus elementos y viene dado por 
1.0, 1, 2 |. El codominio es el conjunto de las 
segundas coordenadas de los elementos y viene 
dado por! 1, 0 i, El valor de fen x es la segunda 
coordenada de tal clemento de f cuya primera 
componente es x, y por consiguiente /(0) = 1, 
SM=lyf2M=0. f 

Establecemos y probamos un único teorema 
sobre funciones y luego dedicamos para ejem- 
plos el resto de la sección. 

15.4 Teorema. Si f y g son funciones que tie- 
nen el mismo dominio y f(x) = g (x) para cada 
elemento x de este dominio, entonces f = g. 
Demostración. Supóngase (x, y) € f entonces 
y = f(x) por razón de la definición del valor de 
Jen x. Sabemos que x pertenece al dominio de 
f por la definición de dominio, y ya que se supo- 
ne que f y g tienen el mismo dominio, se sigue 
entonces que x pertenece al dominio de g. Por 
consiguiente (x, z} E g para todo z, y z = g(x). 
Pero flr) = g (x) y entonces (x, y ) = (x, z). Así 
(x. y) E g, y hemos probado que f C g, El 
mismo argumento, intercambiando f y g, nos 
muestra que g C f, y por tanto f = g. 

El teorema anterior se establece algunas 
veces con menos precisión y con más pretensión 
así: una función queda determinada por sus 
valores. La esencia del teorema está en que 
para defi una función es suficiente decir 
cuál es su dominio y el valor de ła función en 
cada elemento de él. El teorema nos asegura 
que hay una función única que satisface tales 
especificaciones. 

Veamos ahora una serie de ejemplos de fun- 
ciones. 
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F Y: F 
; a 
la) ib) fc) id} 
y y y qe 
Ls ll An a 
z f | ES A 
(el 153] ig) th) 
y y 
+=: x 


10) 


y 


Figura 15.2 


15.5 Ejemplo. Si f es una función cuyo do- 
minio y codominio son conjuntos de números 
reales, entonces cada elemento de f es precisa- 
mente un vector bidimensional y f un subcon- 
junto del plano. El problema está en hallar una 
condición geométrica que nos permita decidir 
cuáles subconjuntos del plano son funciones. 
Consideremos, por ejemplo, los subconjuntos 
del plano que están dibujados en la figura 15.2. 
¿Cuáles de ellos son funciones? 

En cada caso, el conjunto que se ha dibujado 
es un conjunto de pares ordenados de modo que 
la única condición que debemos comprobar es 
que no haya dos pares ordenados diferentes 
que tengan la misma primera coordenada. Pe- 
ro esto tiene una interpretación geométrica 
sencilla: dos pares de números ordenados dife- 
rentes tienen la misma primera coordenada si 
uno de los puntos está situado verticalmente 
sobre el otro. Esto es, un subconjunto del plano 
es una función si y sólo si no hay rectas verti- 
cales que corten al subconjunto en más de un 
punto. Aplicando este criterio vemos que (a), 
(0), (d), (e). (g). e (1) son funciones, mientras 
los restantes conjuntos no son funciones. |] 

Vale la pena observar el significado geomé- 
trico del valor de una función. La figura 15.3 
ilustra este significado directamente. Si (a, b) 


pertenece a una función f, entonces b = f (a). y, 
de esta suerte, a es la primera coordenada de 
un elemento de la Función siendo f (a) la segunda 
coordenada. 

15.6 Ejemplo. ¿Cuáles son el dominio y el 
codominio de la función f cuyo único elemento 
es (1, —2) (esto es, f = | (l, —2) |)? El domi- 
nio es el conjunto de las primeras coordenadas 
de elementos de f; 1 es la única primera coorde- 
nada de un elemento de f. y en consecuencia el 
dominio de f es | 1 |, De modo semejante, el 
codominio de fest —2 |. |] 


y 


a, fan 


ia, fíal) 


Figura 15.3 


15.7 Ejemplo. Las funciones se describen fre- 
cuentemenie por medio de una fórmula. Por 
ejemplo, sea f la función cuyo dominio es el 
conjunto de todos los números, y que toma el 
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valor x? + I para cada número x; esto es: f = 
Lx? + IX x es un número |, y f0)=x? + 
L para todos los números x. El problema es 
hallar £(), F(—2). (20), /(2x) y f(x —2). El 
mejor modo de manipular esta clase de proble- 
mas es pensar exactamente lo que establece la 
fórmula cn términos menos abstractos. En este 
caso, la fórmula dice simplemente que el valor 
de f en cualquier número es ese mismo número 
elevado el cuadrado más 1. Así, (1) = 1? + 
l= 22 = 62P + 1 = 5, R) = 
QN +A = LA = (207 +1 
4 Ly fa 2) e aa 
4+5 

15.8 Ejemplo. De hecho, ta mayoría de las 
funciones que se presentan en matemática no 
están definidas por fórmulas. Damos un ejem- 
plo de dos funciones que están estrechamente 
relacionadas. Sea 4 el conjunto de todos los 
pares ordenados (C, a) tales que C es un círculo 
y a es el área del círculo €. Podemos decir que 
A es la función área puesto que, para cada 
círculo, el valor de A en ese círculo es el área. 
El dominio de A es el conjunto de todos los 
círculos y su codominio, el conjunto de todos 
los números positivos. También podríamos de- 
finir la función radio R como el conjunto de 
pares (C, 7) donde C es un círculo y r cs el radio 
de C. Existe una relación bien conocida entre 
A y R. Para cada círculo C, sabemos que 
A(O) = T[R(C)]?; esto es, el área de un círcu- 
lo es siempre m multiplicado por el cuadrado 
del radio. |] 

15.9 Ejemplo. Damos un ejemplo de una 
función que tenga una sencilla interpretación 
intuitiva por medio de la operación “desplaza- 
miento” de un conjunto de puntos. Sea T la 
función cuyo dominio es el conjunto de nú- 
meros y tal que T(x) = x + 2 para cada núme- 
ro x. Se muestra un gráfico de esta función 
en la figura 15.4. Sin embargo, existe una des- 
cripción geométrica que es más informativa 
que el dibujo. Lo que F realmente hace es 
trasladar cada punto de la recta dos unidades 
a la derecha. Esto es, T “envía” el punto x al 
punto x + 2, el cual está dos unidades a la 
derecha. Podemos dibujar la correspondencia 
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T de la siguiente manera: tómese la recta y 
muévala hacia atrás sin doblarla ni alargar- 
ła, (sobre sí misma), dos unidades a la derecha. 
La correspondencia F hace que cada número 
x corresponda al múmero donde x quede después 
del corrimiento. 


Figura 15:4 


Esta clase de noción intuitiva de función es 
muy útil en matemática. La función T se llama 
a veces “traslación en dos unidades” y se deno- 
ta por Y, (así T, es una traslación en 5 unida- 
des). 

15.10 Ejemplo. Tendremos que considerar aho- 
ra funciones cuyos dominios son subconjuntos 
del plano. Por ejemplo, supongamos que f es 
la función cuyo dominio es el plano y cuyo va- 
lor en (x, y) es 2x*— y; esto es, f(x. y) 
2x2— y, En casos como éste se acostumbra 
omitir uno de los pares de paréntesis y escribir 
Ax, y) = 2x? — y. Para la función tenemos 
definidos AI, 2) 0, fr.) = 275 y 
x)= yx. | 

Una función, cuyo dominio es un subcon- 
junto del plano y cuyo codominio es un conjun- 
to de números, es un subconjunto del espacio 
tridimensional puesto que este espacio es sim- 
plemente el conjunto de todos los pares ( (a, b,), 
€) donde a, b y e son números. (Véase la defini- 
ción 14.6). Podemos preguntarnos qué subcon- 
juntos del espacio tridimensional son funciones. 
(Esto se enuncia algunas veces así; ¿Qué sub- 
conjuntos son gráficos de funciones de x y y?) 
De la misma manera que para los subconjun- 
tos del plano vemos que un subconjunto del 
espacio tridimensional es una función si cada 
recta vertical contiene a lo sumo un punto del 
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una función 
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2 


no es función 


y 


Figara 15.5 


conjunto, La figura 15.5 muestra una función 
y un conjunto que no es función. 


PROBLEMAS 


15.1 Para cada uno de los conjuntos de pares siguientes 
ordenados diga si es una función o no, y si no lo es, diga por 
qué, 


(a) 1(0,0,,9,(2,3,3,9) 5, 
(b) 1(1,10,(2,0,G,2),(0, 3) 1. 
(o) 1(0,1),(1,0),(2, 1),(3, 0) 1 
(6) (1,0), (0, 1), (L, 2), (0, 3) 


15.2 Diga si cuda uno de los conjuntos de pares ordenados 
siguientes es función o no, y si no lo es, diga por qué. $u- 
póngase a * b,a eyb ke, 


(@) ile, i) (h, 2), {6,34 1- 
(0) ta 1) b eD l 
() ihah a,b) (e) 1 
(a) 1100960! 


15.3 Diga si cada uno de los conjuntos de pares ordenados 
siguientes es o no función, y si no lo es, diga por qué. 


(a) I(x pr xy ysonnimerosyy =x? |. 
(0) Lix, p) xy y son números y yl 
(6) Hx y) xy y son números yx? +y? = 11 


15.4 Si fes la función tal que fix) = x — 1 para todos los 
números x, ¿cuáles son los siguientes valores? 


ROA ADADA AVT. 


15.5 Si f es la función tal que fix) = x + 1 para todos los 
números x, ¿cuáles son los siguientes valores? 


SORA AAA A AT, 


15.6 Si fes la función tal que Au) = u* + I para todos los 
números u, ¿cuáles son Jos siguientes valores? 


FOSO) RANA AA. 


15.7 Si f es la Función tal que fix) = 3x + 2 para todos los 
números x, ¿cuáles son los siguientes valores? 


KO: JAJ IED FO); (2) 13) 
15.8 Sea fla función definida por Ax) = x + 1. Reempla- 


ce el signo de interrogación por el valor correcto en cada 
uno de los casos siguientes: 


@ Mer 
@ a+) 


© ADs? 


O Osn 
k f) fa)? 


to 1) 


159 Sea Ax) = 3x — 2 Reemplace el signo de interroga- 
ción por el valor correcto en cada uno de los casos siguien- 


e 
104) -s 0-2 - 


(0 /2)= 

15.10 Si fes la función tal que flx) = x — 1 para todo x, y 
y cs la función tal que g(x} — x? para todo x, ¿cuáles son 
ios siguientes valores? 


SD AI ARO y: AO E Y Ag) BUD 
GOUL 


Para cualquier número a ¿cuál es el valor de figla) ) y cuál 


el de g(fa))? 
15.11 Para cada una de las siguientes funciones diga cuál 
es el dominio y cuál el codominio. 


ty f=ll6 010 (b) ¿=10.2,0,9,0,0 1 
© 2=10.09.0.9,(3,0,44,0), 5,0) l. 


15.12 Para cada una de las siguientes funciones diga cuál 
es el dominio y cuál el codominio. 
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(a) f= if, y): xesun número y y = x? |. 

(b) g= I(x, y): x cs un número natural y y = x? |. 
lc) = L(x, y Xx esun entero y y = 2x 1, 


15.13 El correo de primera clase cuesta 5 centavos la onza 
más 5 centavos por la fracción de onza restante. Haga un 
gráfico como el que se muestra en la figura 15.2 para la 
función postal hasta de $ onzas. 
15.14 La función f tal que fix) = x? para todo x la pode- 
mos escribir f= | (x, yk xes un número y y = x° |, 
ta) Haga lo mismo para la función g tal que g(x) = x + 
1 para todos los números x. 
(0) Haga to mismo para la fonción + tal que hb) = 
x2 + x + 1 para todos los números x. 


z-1 


15.15 Si f(x) = 


para todo número x excepto 0 
z 


(£ no está definida para x = 0; esto es, O no pertenece al 
dominio de j), y glu) = u? + L para todos los números u, 
¿cuáles son los siguientes valores? 


EUA SAD AO ARA ER). 


¿Está Agí0) definida para todos los números y? 

15.16 Si usted consigue una moneda de centavo ca el pri- 
mer día del año, dos monedas en el segundo día, cuatro en 
el tercer día, ocho en el cuarto día, diez y seis en el quinto 
día, o sea que recibe cada día el doble de monedas del día 
anterior, el numero de monedas que usted recibe cada día 
dependerá del número del día. Escriba una fórmula para 
una función que le diga cuántas monedas recibirá usted en 
un día determinado. ¿Qué día del año recibirá más de un 
millón de pesos? 

15.17 Si A, B, C y D son conjantos y f y g son funciones 
tales que el dominio de f es A, cl codominio de f es B, el 
dominio de g es C. el codominio de g es D y DC A, enton- 
ces podemas definir un conjunto h de pares ordenadas escri- 
biendo A = (x. y): x € C y y = figi) } |. Pruebe que # 
es una función. (Tenga presente que el codominio de A cs 
un subconjunto deB.) 

15.18 Una función “reloj” A se puede definir para cada 
minuto m desde O a 59 escribiendo h(») = minuto en el 
cual el minutero indica cuándo el horario señala a r. Re- 
presente 4 como en la figura 15.2. 

15.19 Dé un ejemplo de una función f que esté definida pa- 
ra todos los números x y que tenga la propiedad de que si 
u y wson números y v< v, entonces flu) < Ay). 

15.20 Dé un ejemplo de una función g que esté definida 
para todos los númerós x y que tenga la propiedad de que 
si x y v son números y u< v, entonces giu) > g(v). 

15.21 Dé un ejemplo de una función 4 que esté definida 
por lo menos para todos los números x > 0, y que Lenga la 
propiedad de que sí y y y son números y que si0< u< v, 
entonces giu) > glv) > 0. 

15.22 ¿Es siempre cierto que la unión de dos funciones es 
una función? Explique. ¿Es siempre cierto que la interseo- 
ción de dos funciones es siempre una función? Explique. 
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15.23 Para todo número natural z podemos definir vna 
función fn = | (x y) i x es un número y y = nx |. Si admi 
timos que F es el conjunto de todas esas funciones, esto es, 
F= | h:A = fa para todo n |, entonces F es un ejemplo 
de una familia de funciones. F tiene da propiedad de que si 
h EF yg EF emonces h f\g =1(0, 0)l a menos que 
hz 
(a) Dé un ejemplo de una familia G de funciones 
que tenga la propiedad de que sig € Gy A CG, 
entonces hf]g =D .sih kg 


(b) Dé un ejemplo de una familia H de funciones 
que tenga la propiedad de que sig € H yA CH, 
entonces 

fs = (—1,D,(0,0, (1, 11 
sih Ag 


15.24 Supóngasc que ningún sirviente puede servir a dos 
patrones y que ningún patrón está sin sirvientes. 


Sea A = | (x. y): x es el sirviente de y y y es el pa- 
1rón dex | 
Sea B = | ( x, y): x es el patrón de y y y es el sir- 


vientedex |, 


¿A es una función? Si lo es, ¿cuál es sa dominio? ¿8 es una 
función? ¿Cuál es 4 (Sancho Panza)? Dé un argumento 
apropiado que scúalc que debe haber más sirvientes que 
patrones en el mundo. 


15.25 Supóngase que f es unz función de dominio A y co- 
dominio 8 y supóngase también que | (x.y): (NES? 
es una función. Entonces f define una correspondencia 
biunívoca entre A y B. Para hacer csto claro, compruebe 
que si CA y v CA y flu) = f(v), entonces 1 — v. 


15.26 (a) ¿Cuántas funciones hay con dominio = | 0, 1 1 
y codominio C 10, 1 1? 
(b) ¿Cuántas funciones hay con dominio = | 0, 1, 24 
y codominio (0, 11? 
(e) Cuántas funciones hay con dominio = 10, 1,2, 
3! y codominio 10, L 1? 


15,27 El invervalo en la recta entre O y 1 se designa con 
10: L} = ix; xes un número yO<x< Ll, 
Sea F — |f: fes una función con dominio [0 ; 1] y co- 


dominio contenido en el conjunto de todos los números +. 


Podemos sumar funciones pertenecientes a F por medio 
de la siguiente definición; Para funciones fy g cualesquiera 
que pertenecen a F, fg =1(x,y)ix E JO: ]yy= 
$6) + £ 601. En notación abreviada, / (Pg es la función 
tal que para todo x E [0: 1, (Dg) =/() +3 10. 


Compruebe que la operación EP) para F satisface los 
axiomas Al, A2, AJ, Ad y AS; esto es, F es un grupo con- 
mutativo para la operación 

15.28 Para cada número a definimos una función Ta = 
LGr. pj: x es un número y y = x + a} de modo que 
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es la función tal que para todos los números x, Ta (x) 
x + a. Considérese ahora la familia 7 de todas esas 
funciones, esto es, 7 = | f; para algún número a, f = Ta | 

La adición sc defino para funciones que pertenecen a T 
escribiendo Ta EDT, es da función tal que para todos los 
números, (L 700 = Ta (Tat) ). 

(a) Demuestre que TD) Ts = Tass para todos los nú- 

meros ayb, 

{b} Demuestre que T es un grupo conmutativo para la 

operación de E). 

15.29 Para cadu número a diferente de cero definimos una 
función Ma= | (x, y) y es un número y p = axl, de 
modo que Afe es la función tal que para todos los números 
x. Malx) = ax Consicérese ahora la familia M de todas 
esas funciones, esto es. M = If: para algún número 
ajf=Mei 

Se definc la multiplicación para funciones que pertence- 
cen a M escribiendo M,G9M ¿como la función tal que 

para todos los números x. (Ma 09 Ms) (9 = Ma(Ms (o) 

(a) Demuestre que MaMa = Mas para números 

cualesquiera a y b. 

(b) Demuestre que M con la operación (Y) es un grupo 

conmutativo, 


16 ADICION VECTORIAL 


En esta sección comenzamos con el estudio 

del álgobra de espacios vectoriales de 2 y 3 di- 
mensiones. Hasta este punto no ha habido ope- 
raciones algebraicas; el plano cs precisamente 
el conjunto de todos los pares de números y el 
espacio tridimensional es el conjunto de todas 
las ternas. La primera tarea es definir la adi- 
ción vectorial. 
16.1 Definición. Sí a, b. c. p. q. y r son nú- 
meros, emonces (a, b) + (p. q) = la + p. 
b +g)y la b. oò + par [= la Htp hba 
e+ 

Esta definición también se puede establecer 
así: Si A y B son vectores, entonces A + B 
es el vector cuya primera coordenada es la suma 
de la primera coordenada de A y de la primera 
de B; la segunda coordenada A + B es la 
suma de la segunda coordenada de A y de la se- 
gunda de B. Obsérvese que sumamos vectores 
bidimensionales con vectores bidimensionales y 
también vectores tridimensionales con vectores 
tridimensionales, pero nunca sumamos vecto- 
res bidimensionales con vectores tridimensio- 
nales. 
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Aplicando esta definición, vemos, por ejem- 
plo, que: 


(1,2) + (—2, 3) = (1 — 2,2 + 3) 
= (1,5, 
(2,3,1) + (1, —3, 2) = (2 + 1,3 = 3, 1 + 2) 
= (3,0,3), 


Y: 
Qe +1,3) + (3,9) = (22 +1 +3,3 +y) 


= (2x +4,3 + y). 


Es natural indagar si ła adición vectorial sa- 
tisface los mismos axiomas que cumple la adi- 
ción de números: esto es, ¿la adición vectorial 
es asociativa, conmutativa, etc.? Es fácil resol- 
ver estas preguntas. 

16.2 Teorema. La adición vectorial es conmu- 
tativa y asociativa; es decir, si X, Y y Z son 
vectores, entonces X + Y = Y + Xy(X 4 Y) 
+Z=X+(Y +2). 

Demostración. Solamente probamos que la 
adición vectorial de vectores bidimensionales 
es conmutativa: las otras pruebas son similares 
a ésta. Si X y Y son vectores bidimensionales, 
entonces X = (a, b) y Y = (p, q) para algunos 
números a, b, p y q, debido a la definición de 
vectores bidimensionales. Entonces, 


X+Y = (a,b) + (p,q) = (a +p,b +9) 
=(p+ag +b) =Y+X, 


haciendo uso de la definición de adición vecto- 
rial, la conmutatividad de la adición de números 
y nuevamente la definición de adición vecto- 
rial. Y 

Los tres primeros axiomas para la adición 
de números quedan entonces satisfechos por la 
adición vectorial. En seguida nos preguntamos 
si existe un vector que sea un elemento idéntico 
(neutro) respecto de la adición vectorial; esto es, 
¿hay un vector A tal que 4 + X = X para todo 
vector X ? Escribiendo esta pregunta en térmi- 
nos de pares ordenados de números, ¿podemos 
llenar el espacio del paréntesis 

(3 + (a, b) = (a, b) 
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de tal modo que la igualdad sea siempre co- 
rrecta? Es razonablemente obvio que podemos 
hacerlo y en efecto (0, 0) + (a, b) = (a, b). De 
modo semejante para vectores tridimensionales, 
(0, 0,0) + (a, b, c) = (a, b, c.) para todos los 
números a, b, e. Esto es, (0. 0) es un elemento 
idéntico con respecto a la adición de vectores 
bidimensionales, y (0, 0, 0) es un elemento idén- 
tico con respecto a la adición de vectores tri- 
dimensionales, Debido a que la adición vecto- 
rial satisface el axioma de clausura y además 
es conmutativa, el clemento idéntico para la 
adición es único. 

16.3 Definición. © = (0, 0) y Y) = (0, 0, 0). 

Siempre que no se preste a confusión omi- 
tiremos las cifras “2% y “3” que hemos utili- 
zado como símbolos para los elementos idénli- 
cos aditivos de 2 y 3 dimensiones. 

Hemos verificado que la adición vectorial 
es conmutativa y asociativa y que existe un 
vector que es el elemento idéntico para la suma. 
El otro axioma para la adición establece que 
para todo número existe un número que es su 
opuesto con respecto a la adición. Nos pregun- 
tamos: ¿Dado un vector X, existe un vector tal 
que al ser sumado con X da 0? En términos de 
números, dado ( a, b ), podemos llenar el espa- 
cio del paréntesis 

(=>) + (4, 6) = (0,0) 
de tal modo que la igualdad sea correcta? Es 
evidente que (—a, —b) + (a. b} = (0, 0). En 
consecuencia (—a, —b) es un opuesto con res- 
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pecto al vector adición del vector (a, b), y es 
igualmente sencillo probar que (—4, —b, —c) 
es un opuesto de (a, b, c). El opuesto aditivo 
de un vector es único, porque la adición vecto- 
rial satisface todos los axiomas de un grupo 
conmutativo. Definimos el opuesto de un vector 
y la diferencia de dos vectores de una manera 
estrictamente análoga a las correspondientes 
definiciones para números. 

16.4 Definición. El opuesto de un vector A, 
que se designa por —A', es el vector tal que 
X + (—A) = 0. La diferencia de dos vectores 
X y Y, que se designa por X — Y, es X + 
Y). 

Según las observaciones previas a la defini- 
ción vemos que el opuesto de (a, b. c) es (a, 
—b, —c). Anotamos que (x, y, z) ta, b, c) 

x.y.) + [— (a, b. c)] = (x. y. 2) + (a, 
—b,—0) = (x —a. y —b.2—C). 

Ahora estamos adquiriendo herramientas 
para el estudio de los vectores, pero antes de 
proceder a ello queremos analizar la interpre- 
tación geométrica de la adición de vectores. 
Esto, en verdad, resulta muy exacto. 

Empezamos con la interpretación geométrica 
de la adición de números; en la figura 16.1 se 
muestran varios casos. Dibujando una flecha 
desde el 0 al número x, y otra flecha del O al 
número y, trasladamos la última flecha hasta 
que su extremo descanse sobre el extremo de 
la flecha que va de 0 a x; la punta de la flecha 
trasladada viene a quedar sobre x + y 


y 
o 7 
ary r 
> M 
praa 
El o 


Figura 


16.1 


56 VECTORES Y RECTAS 


A+rB=ta+c btd! 


En 
(a bizaj e e 
lb 


Figura 16-2 


Una observación cuidadosa de la figura 16.2 
nos muestra la interpretación geométrica de 
la adición de vectores bidimensionales. Esta es 
una generalización correcta de la adición de 
números. Observamos que el triángulo rec- 
tángulo ODB es congruente con el triángulo 
rectángulo AE(A + B) y en consecuencia el 
segmento OB es igual y paralelo al segmento 
AÍA + B). Esto nos sugiere la siguiente des- 
cripción geométrica de la adición vectorial, Para 
sumar A y B dibujamos flechas desde O a cada 
uno de los puntos A y A, Si trasladamos la fle- 
cha desde O a B y lą desplazamos conserván- 
dola paralela a su posición original hasta que 
su extremo inferior quede sobre la punta de la 
flecha que va desde O a A, entonces su punta 
queda en A + B. La figura 16.3 es una copia 
de la figura 16.2 con las flechas dibujadas y los 
segmentos rectilíneos correspondientes a la dis- 
tancia suprimida. Es también importante ob- 
servar que la adición vectorial de vectores 
bidimensionales se puede realizar con regla y 


A+B 


Figura 16.3 


compás. La figura 16.4 muestra la construc- 
ción. 
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Hay una forma ligeramente diferente pero 
más sugestiva de expresar la descripción de la 
adición vectorial. Debemos notar en la figura 
16,4 que los puntos O, A, B, y A + B son los 
vértices de un paralelogramo. Podemos enton- 
ces dar la siguiente norma para la adición: com- 
pletamos el paralelogramo del cual dos de sus 
lados son las rectas que van de O a A y de O a 
B; la diagonal de este paralelogramo que pasa 
por O tiene a 4 + B como su otro extremo. 
Por esta razón, la adición de vectores es algunas 
veces llamada adición por el método del para- 
lelogramo. 


B A+B 


Figura 164 


En matemática se acostumbra representar el 
par (a, b) por un punto y representar el vector 
(a, b } por una flecha que tiene un extremo en 
(0, D) y el otro en (a, b). Pero, por supuesto, 
el punto (a, b ) es idéntico al vector (a, 6) No 
hay contradicción en esto. El par ordenado de 
números (a, b) no es un punto ni es una flecha; 
es un ente matemático abstracto, y los esque- 
mas que dibujamos para representarlo son 
simples ayudas para nuestra intuición. No tie- 
nen trascendencia matemática en sí mismos y 
creemos que podemos usar puntos, flechas o 
cualquier otro símbolo representativo que se 
nos ocurra. í 

Por último, existe otra variante de la inter- 
pretación geométrica de la adición vectorial. 
Considérese para un vector fijo A la correspon- 
dencia T'a que mueve cada punto X del plano 
al punto X + A. Esta correspondencia simple- 
mente levanta todo el plano y lo mueve sin ro- 
tación mientras el punto que originalmente era 
O ahora se ubica sobre 4. La función Tase Ila- 
ma entonces un desplazamiento paralelo equi- 
valente a la cantidad A. El valor de F4 en el 
punto B, Ta (B), es simplemente 4 + B. Por 
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consiguiente se pueden dar instrucciones para 
calcular A + B: trasládese el plano mediante 
un desplazamiento paralelo hasta que O caiga 
sobre la posición original de A; entonces B cae 
sobre ta posición original de 4 + B. 

Existe también una interpretación geométri- 
ca sencilla del opuesto de un vector. El vector 
—4a, b) = (—a, —b) descansa sobre una rec- 
ta que pasa por O y (a, b) sobre el lado opuesto 
a (a, b), y la distancia de (—a, —b) a O es igual 
a la distancia de (a, b) a O (véase la figura 


É 


Figura 16.6 


16.5). Algunas veces decimos que —(a, b) es 
la reflexión de (a, b) respecto de (0, 0). 

Si tenemos en cuenta la interpretación geo- 
métrica del opuesto del vector A, no es difícil 
ver cómo se interpreta la diferencia A — B = 
A + (—B). La figura 16.6 muestra varias 
combinaciones de A, B, C, —A, —B, y €. 
Por último, aunque toda nuestra geometría ha 
sido descrita en términos de vectores bidimen- 
sionales, la misma interpretación se puede hacer 
para espacios tridimensionales. La suma de dos 
vectores tridimensionales A y B se puede cons- 
truir así: en el plano que contiene O, A y B se 
hace una traslación paralela de la flecha que va 
de O a B hasta que su origen descanse en A 
(véase la figura 16.7); entonces, su extremo 
estará sobre 4 + B. El opuesto de un vector 
tridimensional A está sobre una recta que pasa 
por O y 4 en el lado opuesto de O y equidistante 
de O. 


Figura 16.5 


A+B+C 


Figura 16.7 
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PROBLEMAS 


16.1 Calcule cada una de las sumas de vectores siguientes 
IS 
Œ 0 (10) + (3, 5) 
(0) VEVD + v3 vD; 
(d) 3, 2) + (1,0) + (1, 0) + (1,0) (0, 1) —(0, 1X. 
(e) (2,6) + (3, —5). 
16.2 Calcule cada una de las sumas de vectores siguientes. 
(a) (0,0, 1) +(1, 1,0); 
(b) (0,2, 0) + (3,0,0) + (0,0, Di 
(9 (36,2) + (4,5, 8) + (—1, 1.5): 
(0 (3,2, D + 0, —3, 2 + (2. L 3. 
16,3 Calcule cada una de Jas sumas de vectores siguientes: 
(2) (2,0) + (0,5) 
O OS 
(0 (ep y) + (x.y) 
16.4 Calcule cada una de las sumas de vectores siguientes: 
(2) (2,0,0) +(0,0,0) + (0, 6,0); 
(b) (a—3,b + 5,6—2} + (8, —b,2 + eh 
w e—a hr 
Exc tr) 
16.5 ¿Cuál es el inverso aditivo de cada uno de los siguien- 
tes vectores? 
6, — 3); (0, 1); (2, 5); (—1, D:(3,— 23:40 1, 0): 
(1, 4—1): (3. —4, —5); (0, 0, —2¥ (3, 5, 7) 
16.6 Para cada vector X baga un csquema que muestro 
la interpretación geométrica de X, —¥, X + X, X + 
XA y PXFA 
(9 X=0,D (0) X=(31 O X=(1,1,D 
16.7 Mediante el empleo de regla y compás halle una in- 
terpretación geométrica para cada una de las sumas de 
vectores siguientes: 
(a) (0,1) + {3,23 (b) (1,0) + (2, 1. 
© CLD IN) 
16.8 (a) Demuestre que la adición de vectores bidimen- 
sionales es asociativa. 
(b) Demuestre que la adición de vectores tridimen- 
sionales es conmutativa, 
1c) Demuestre que la adición de vectores tridimen- 
sionales es asociativa, 
16.9 Si escribimos (3, —2) = (1, 0) + (1,0) + (1.0) 
10, L) — (0, t), expresamos el vector (3, —2) como una 
suma usando solamente los vectores (1, 0) y (0, 1) y sus 
opuestos. 
(a) Exprese (5, 4) como una suma usando sólo (1, 0) y 
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(0, D. 
(b) Exprese (3. 2) como una suma usando sólo (L, 0) y 
(0, 1). 
16.10 (a) Exprese (7. 1) como ana suma usando sólo (3, 2) 
y QS 
(b) Exprese (7. 2) como una suma usando sólo (3. 2) 
y 6,3 


4) Exprese (—6, 6) como una suma usando sólo 
(1237 05 

16.11 (a) Exprese (3, —2, 1) como una suma usando sólo 
(1,0,0), (0,1,0) y (0,0, D. 
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(b) Exprese (3, 2, —1} como una suma usando sólo 
(01233 0,2, 
16.12 Demuestre que (3, 3) no puede ser expresado como 
una suma usando sólo (2, 5) y (6, 15). 
16,13 Demuestre que (3, 4, 5) no puede expresarse como 
una suma usando sólo (1.0.0) y (0.0, D). 
16.14 (a) Represente gráficamente el conjunto de los vec- 
tores |{a, b} :b = 2a l, 
(b) Represente gráficamente el coryunto de los vec- 
tores l(a, b) a +b = 0! 
16.15 El conjunto de los vectores | (x, y) 
ma la diagonal. 
(a) Demuestre que si X y Y son vectores que están so- 
hre la diagonal (esto es, pertenecen a la diagonal) y 
Z es un vector que no está sobre la diagonal, en- 
tonces 
(iy X + Y está subre la diagonal, 
dü} F —X está sobre la diagonal, 
(0 X +Z no está sobre la diagonal 
(b) Dé un ejemplo de dos vectores que no estén sobre la 
diagonal, pero cuya suma sí esté sobre la diagonal 
16.16 (a) Demuestre que si (a, 4) es cualquier vector en- 
tonces ta, b) + {b, a) está sobre la diagonal 
(b) Demuestre que un vector (a. b) está sobre la 
diagonal si y sólo si ía, b) = (b, a). 
16.17 Si trasladamos todo el plano 3 unidades a la derecha 
y luego 4 unidades hacia arriba lo tendremos en una nueva 
posición en la cual lo hubiéramos podido colocar con una 
sola traslación. ¿Qué traslación única nos hubiera dado el 
mismo resultado? ¿A qué distancia de la posición original 
está el nuevo origen? 


AS 


17 APLICACIONES DE LA ADICION DE 
VECTORES 


Esta sección está dedicada a algunas aplica- 
ciones físicas de la noción de adición de vec- 
tores. Esas aplicaciones requieren que conoz- 
camos la noción de longitud de un vector y 
además debemos definir longitud y dar su in- 
terpretación geométrica. 

En primer lugar debemos decir algo sobre la 
noción de raíz cuadrada. Hemos probado (teo- 
rema 13.4) que si a cs un número no negativo, 
existe entonces un número no negativo x tal 
que x? = a, El número x es, de hecho, único, 
porque si y es no negativo y y? = a, enton- 
ces x? = y? por consiguiente x? — y? = 
(— y) (e + y) = 0, por lo cual x = y o 
x = — y y en el caso de ser x=- y entonces 
x = y =0 porque tanto x como y se presupone 
que son no negativos. 
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Ka, b, ol 


y 


Figura 17.6 


17.1 Definición. Para todo número no negativo 
a, la raíz cuadrada de a, Va, es el único número 
no negativo tal que (Va)? = a. 

Hay un punto que es necesario recalcar. El 
número va es el número no negativo cuyo cua- 
drado es a, vā = 2, y cs falso que v4 = 
2. Con el objeto de saber que un número $ es 
igual a vä, donde aes un número no negativo, 
debemos saber que b es no negativo y que 
b? = a. Por ejemplo, si e y d son números no 
negativos entonces v/d es igual a Ve v/d por- 
que este producto es no negativo y porque 
EVA = vd ed = (voy (vay? = 
cd. 

Deseamos hacer resaltar que en general no 
es cierto que va "=a; por ejemplo, 

VET? =vwT=1%—I; 
desde Juego, si a es no negativo entonces Va? = 
a; si a es negativo, entonces —a es positivo y 


(a)? = a?, de modo que va? a. Esto es, 
va =a si az0, y 
vaT=—a si a<0. 


El número 47 para el cual precisamente he- 
mos hallado una descripción alterna se llama 
el valor absoluto de a, o la longitud del vector 
unidimensional a. 
17.2 Definición. El valor absoluto de un nú- 
mero a, que se escribe [a] es a sia > 0, y es 
—a si a < 0; en forma equivalente, la] = Va. 
Luego de esta larga digresión, volvemos a 
la noción de longitud de un vector. 
17.3 Definición. La longitud de un vector bi- 
dimensional (a, b), que se designa |(a. b)i , es 
va” F b”. La longitud |(a. b, c)| de un vector 
tridimensional (a, b, c) es VIT + DF Cr 


Hay una interpretación geométrica muy sen- 
cilla de la longitud de un vector; es simple- 
mente la distancia del vector al origen. La fi- 
gura 17.1 y el teorema de Pitágoras deben ser 
suficientes para convencernos que esto es cierto. 

Pasamos ahora a describir algunas aplica- 
ciones físicas de la noción de adición de vecto- 
res. Con frecuencia se dice que un vector es 
“algo” que tiene longitud, dirección y sentido. 
La “longitud” aquí mencionada es justamente 
la longitud que hemos definido; la imagen de 
una flecha que tiene su origen en el vector cero 
y su extremo en el punto 4 nos ayudará a com- 
prender la noción intuitiva de “dirección y sen- 
tido” del vector A.* Sabiendo la longitud de un 
vector, ciertamente ésta no lo describe total- 
mente; también se necesitan la dirección y el 
sentido hacia el cual apunta la flecha 

Daremos cuatro ejemplos del uso de la adi- 

ción de vectores. 
17.4 Ejemplo. Los desplazamientos pueden in- 
terpretarse como vectores. Considérese, por 
ejemplo, el siguiente problema. Un caminante 
al final del primer día está a 7 millas al Este 
y 4 millas al Norte de su posición inicial; al 
finalizar el segundo día está a 10 millas al Este 
y 2 millas al Sur de la posición que tenía al fi- 
nal del primer día; y al finalizar el tercer dia 
está a | milla al Oeste y 11 millas al Norte 
respecto de su posición al finalizar el día an- 
terior. ¿Cuál es su posición al finalizar et tercer 
día respecto de su posición inicial? 


* Por “sentido” se entiende cada una de las dos posibili- 
dades de recorrer una dirección, (Nota de los T.} 
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Si usamos un sistema de coordenadas en el 
cual el sentido positivo en la dirección y indica 
el Norte y el sentido positivo en la dirección x 
el Este, entonces los “desplazamientos” efec- 
tuados por el caminante en los tres días suce- 
sivos están representados por los vectores (7, 4), 
(10, —2) y (—1, 11), respectivamente. Su des- 
plazamiento total es, en este caso, precisamente 
el vector suma (7, 4) + (10, —2) + (—1, 11) = 
(16, 13). Esto es, su posición al finalizar el 
tercer día está 16 millas al Este y 13 millas al 
Norte de su posición inicial (véase la figura 
17.2). 


Figura 17.2 


17.5 Ejemplo. Con los métodos que ahora es- 
tán a nuestra disposición, el siguiente ejemplo 
sólo puede resolverse gráficamente. Supóngase 
que un barco navega en una dirección 40° al 
Norte del Este durante 100 millas y luego na- 
vega hacia el Norte 80 millas. ¿Cuál es su po- 
sición al final respecto de su posición inicial? 


12 desplazamiento 


Figara 173 
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La figura 17.3 muestra los dos desplazamientos 
vectoriales y su vector suma. Si interpretamos 
esta figura, hallaremos que la posición final es 
aproximadamente 70 millas al Este y 150 mí- 
Has al Norte de la original. |] 


17.6 Ejemplo. La velocidad, en el sentido fisi- 
co es un vector; la velocidad de un objeto se 
representa por una flecha cuya longitud es pro- 
porcional a la rapidez (que se puede leer en el 
velocímetro), y cuya dirección y sentido son los 
del movimiento. Lo interesante es que las ve- 
locidades se “suman” por medio de la adición 
vectorial. Considérese el siguiente problema: 
un aeroplano se dirige hacia el Norte a una ve- 
locidad (con respecto al aire que es lo que puede 
leerse en el tablero del aeroplano) de 300 millas 
por hora, mientras un viento de 80 millas por 
hora sopla en dirección 30° al Oeste del Norte. 
¿Cuál es la velocidad del aeroplano con respecto 
a la tierra? 

La figura 17.4 muestra una solución gráfica 
para la velocidad con respecto a la tierra. Es 
fácil ver intuitivamente por qué la velocidad 
aumenta de esta manera. En una hora el aero- 
plano debería moverse 300 millas al Norte en 
la masa de aire y el aire mismo debería mo- 
verse 80 millas en la dirección 30° al Oeste del 
Norte con respecto a la tierra. Entonces el acro- 
plano respecto de la tierra deberá moverse 
justamente el vector suma de esos dos despla- 
zamientos. || 


Velocidad respecto 
al aire 


Velocidad respecto 
a la tierra 


Velocidad del 
viento 


Figura 17.4 
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Fuerza necesaria para 
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Resultante 


lograr el equilibrio 


94 lo A 


e 
+ 


Figura 17.5 


17.7 Ejemplo. Las fuerzas son vectores y se 
“suman” por adición vectorial. Considérese el 
siguiente problema. Supóngase que hay dos 
cuerdas atadas a una estaca en el centro de una 
mesa y que forman ángulo recto entre sí. Cada 
cuerda va sobre una polea al extremo de la mesa 
y una cuerda sostiene un peso de 5 libras-peso” 
y la otra uno de 8 libras-peso. El problema es: 
¿es posible atar una cuerda adicional única a la 
estaca de modo que se deslice sobre la polea 
en alguna dirección, y atar a ésta un peso de 
modo que los tres pesos queden en equilibrio? 
Experimentalmente esto es posible, y la direc- 
ción de la tercera cuerda y la medida del peso 
se puede calcular así: Dibújese a lo largo de 
cada cuerda un vector cuya longitud sca pro- 
porcional al peso que soporta la cuerda (véase 
la figura 17.5); el vector suma (llamado la re- 
sultante) representa un peso y una dirección 
que actúa justamente como la combinación de 
los dos pesos componentes. Para equilibrar el 
sistema necesitamos un peso igual aplicado en 
la misma dirección y en sentido opuesto. Otra 
manera de enunciar esta regla es: un sistema 
de fuerzas está en equilibrio si la suma de los 
vectores correspondientes es 0. |] 

Todos los ejemplos anteriores se refieren a la 
adición de dos vectores bidimensionales; sin 
embargo, la adición de vectores tridimensiona- 
les tiene el mismo tipo de aplicaciones. Consi- 
déresc por ejemplo un punto en un puente en 


* Entre matemáticos y físicos. 


donde concurren varias vigas. Cada una de las 
vigas ejercerá alguna fuerza sobre la unión 
(empalme) que depende del peso y de la cons» 
trucción del puente. Además, esas fuerzas de- 
ben estar en equilibrio (de lo contrario el em- 
palme se desplazaría). Es necesario calcular 
previamente la fuerza que se ejercerá sobre la 
unión y sobre las vigas para poder usar vigas 
de resistencia suficiente. Es obvio que el cálculo 
de esas fuerzas necesita el uso de la adición 
vectorial. No considerambs aplicaciones tridi- 
mensionales, en primer lugar, porque la misma 
clase de ideas se pone de manifiesto en el caso 
de dos dimensiones y, en segundo lugar, porque 
el dibujo de diagramas de figuras en tres di- 
mensiones es más difícil, 


PROBLEMAS 


17.1 Reemplace cada signo de interrogación impreso por el 
número correcto. 


Œ=? (0) 22 (6) 57 


17.2 ¿Cuál es la longitud de cada uno de los siguientes 
vectores? 


() (1,1, (b) 2,2 () 0,4): 

(d) (3,4 (9) (1D): 

(0 LT (E) 0,43) + 0,3: 
h) 23 +(23 0 (110) + (2,2). 
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17.3 ¿Cuál es la longitud de cada uno de los siguientes 
vectores? 


(a) €l, L, La Cb) (1,2,21, (c) (1,0,0x. 
(d) (0,1,0% (e) (0,0,0: (D (4,42) 


17.4 Demuestre que para todos los números a y b. 


(a)]--a] =] a); b) la— b]=|b— al. y 
laza 


17.5 Demuestre que si a y b son números y a 20y ò > 0, 
entonces, v/b = vay P: 

17.6 Muestre mediante un ejemplo que aunque a y b sean 
números y a 20, b 20. puede suceder que Ya Th # 

VER bo 

17.7 Demuestre que s1 e y b son números y a > 0, b > 0 

yvath= va+ vb,cntoncosa = 0, ob = 0. 

17.8 Demuestre que para todos los números a y b | a ||b | = 
ab| 

179 Demuestre que si b y x son números y b > ©, enton- 

ces bx] = lèx| 

17.10 Demuestre que si a y $ son números y b zé 0, en- 

tonces 


al 
dl 


17.11 Un estudiante escribe 8 
«Dónde está el error? 
17.12 Un estudiante escribe 


E E 
Ve IY- Ve ET 


= (z= 1) > (+i) = 


Después hace x = 0 para obtener l l=0= 2 
¿Dónde está el error? 
17.13 Demuestre que el conjunto P de los números po- 
sitivoses Lx x 940 y [2 ]=x 1 
17.14 Muestre con ejemplos que 

Ja- bl< |a + b| es posible 


HEES 


als 


y que 
la=b|>| a+ b| es posible 

17.15 Demuestre que si a y b son números, entonces 

la—o|=|a + bfsiysólosi a = 0 o b = 0. 

17.16 Represente gráficamente cada una de las siguientes 

funciones: 


(a) fa) = lel: (b) gœ) = l+ 1l; 
(0) Ale) = e = 11d) j) = felt 1; 
(9 ka) = lel k; (D 0 = Jel r. 
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17.17 Demuestre que para todos los números a y b, 
la + 6] < lel + lol 

17.18 Demuestre que para todos los números a y b, 
la|—lb] <ia = b} 


17.19 Una estaca está colocada en el origen de un plano 
coordenado. Supóngase que hay hombres parados en puntos 
del plano tirando la estaca hacia sí mismos con fuerzas 
iguales, en libras, a la distancia que están de ella. Si el 
señor A está parado en (3, 4) y el señor 8 en (3, —4), ¿dónde 
estará parado cl señor € para que las fuerzas sobre la ostaca 
sean iguales en todas direcciones? 

17.20 Un barco se dirige hacia el Norte impulsándose a 
$ millas por hora. Un viento sopla hacia el Este a razón de 
6 millas por hora ¿Con qué velocidad se está moviendo el 
barco? Haga un dibujo poniendo el barco en (0, 0) y mos- 
trando mediante un vector la velocidad del barco. 

37.21 Un río de ! milla de ancho corre hacta el Sur a v 
lovidad de 2 millas por hora. Una caja vacía arrojada al 
agua en la banda oriental, se mueve a L milla por hora en 
dirección Ovste en el agua debido ul viento. ¿A qué dis- 
tancia estará la caja antes de tocar la onlla opuesta y 
cuánto tiempo gastará para tograrlo? 


18 MULTIPLICACION ESCALAR Y LONGITUD 


Ya que hemos definido la adición de vectores 
con buen éxito, es natural intentar definir la 
multiplicación de vectores. En esta sección, que 
es la primera parte de un intento en este senti 
do, definimos la multiplicación de un vector 
por un número, Ánticipamos lo anterior admi- 
tiendo que la multiplicación de dos vectores es 
un poco más complicada que la adición y que 
lograremos éxito sólo en espacios de dos dimen- 
siones: nos contentamos citando el teorema 
en virtud del cual una multiplicación vectorial 
(en el sentido que se definirá posteriormente) 
es imposible excepto en el caso de des dimen- 
siones. 

Aunque ta multipticación de un vector por 
otro presenta alguna dificultad, hay una mane- 
ra muy sencilla de multiplicar un vector por un 
número. Parece muy razonable que 2(4, 5, 3) 
sea lo mismo que (4, 5, 3) + (4, 5, 3) = 
(8, 10, 6) y que 3(4, 5, 3) sea (4, 5, 3) + 
(4, 5,3) + (4, 5, 3) = (12, 15, 9}. También 
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parece que 4 (8, 6, 10) sea (4, 3, 5), ya que el 
doble de este vector es (8, 6, 10). En general, 
multiplicaremos un vector por un número mul- 
tiplicando cada una de las componentes del 
vector por tal número. 

13.1 Definición. El producto escalar de un nú- 
mero r por un vector bidimensional (a, b ), de- 
signado por r(a, b), es el vector (ra, rb |: el 
producto escalar de r por el vector (a, b, c), de- 
signado por r (a, b, c) es el vector (ra, rb, rc). 
Un escalar es un número. 

Digamos primero una palabra sobre el tér- 
mino “escalar”. Ha sido tradicional llamar a 
un número un “escalar” al estudiar la multi- 
plicación escalar. En estudios más avanzados 
de matemática hay espacios vectoriales de una 
clase más complicada donde los objetos funda- 
mentales serán algo diferente a números y esos 
objetos también se llaman escalares. 

Existen ciertas propiedades algebraicas úti- 
les de la multiplicación escalar que enumerare- 
mos en los teoremas siguientes, Las demostra- 
ciones de la mayoría de esos teoremas se dejan 
para que las haga el lector. (Véanse los proble- 
mas al final de la sección.) 

18.2 Teorema. Si X cs un vector, entonces 
IN =Xy0X=0. 

Así, 163,4) = (1 +3, 
(0-3, 0:4) = 

Obsérvese que en la expresión “OX = D” el 
primer “0” se refiere al número 0 y el segundo 
se refiere al vector cero. 

18.3 Teorema. Si r y s son números y X es 
un vector, entonces r(sX) = (rs) X. Así, por 
ejemplo, 25(3, 4)) = 2(15, 20) = (30, 40) y 
(2:35) (3, 4) = 10(3, 4) = (30, 40). 

18.4 Teorema. Para cada número r y para ca- 
da vector X, (—r)X = (rx). 

Así, (—2M3, 4) (—6, —8) y —(2(3, 4) = 
—46, 8) = (—6, —8). $ 
18,5 Teorema. Paru cada número 7 y para 
todos los vectores X y Y r( X + Y)=rX + 
rY. 

Así, XB, 4) + (—1, 5) = 22, 9) = (4, 18) 
y A3, 4) + 21, 5) = (6, 8) + (2, 10) = 
(4, 18). 


1-9 =(03,49y0G,4) = 
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18.6 Teorema. Si + y s son números y 4 es un 
vector, entonces (r + s}X = rX + sX. 
Demostración. Vamos a probar el teorema 
para vectores bidimensionales. Si X es un vec- 
tor bidimensional, entonces ¥ = (a, b) para 
algunos números a y b. Luego, (r + s) X = 
t+ 9a D= ertaro) 
(ra + sa, rb + sb} = (ra, rb) + (sa. sb) 
ría, b) + s(a, b) = rX + sX, siendo las ra- 
zones sucesivas de esas igualdades: identidad 
lógica, definición de multiplicación escalar, 
propiedad distributiva de la multiplicación de 
números, definición de adición de vectores, de- 
finición de multiplicación escalar e identidad 
lógica. | 

Varios de los teoremas precedentes parecen 
axiomas para números y en efecto, la misma 
terminología se emplea a veces. El teorema 
18.3 se enuncia algunas veces como “multi- 
plicación de números asociada a la multiplica- 
ción escalar” y el teorema 18.5, “la multipli- 
cación por un escalar fijo es distributiva sobre 
la adición vectorial”. Todo lo dicho sobre los 
teoremas precedentes parece muy natural y los 
hace fáciles de usar. Es indispensable que el 
lector adquiera pericia razonable en el cálculo 
con multiplicación escalar y para ello le damos 
un ejemplo. 
18.7 Ejemplo. Tomemos como problema sim- 
plificar la siguiente expresión: (esto es, escribir- 
la como una terna de números) 


x(2, 3, —1) +0 +0(4,5,—2). 


Ejecutaremos el cálculo en dos formas, cita 
razones para los pasos que comprendan adición 
vectorial o multiplicación escalar y omitiendo 
las razones de aquellos pasos que comprenden 
sólo las propiedades de los 


x(2.3, —1) + + 1) (—4, 5, —2) = 
(2x, 3x, —x) + 40: + 1), 
50 + 1) —20 + 1)) 


por la definición de multiplicación escalar, 


= Ox, =a) + (yA, 
Sy + 5,—2y— 2) 
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la. RARR 2X=120,2b, 2e) 


y 


Figura 18.1 


= (x — 4y —4, 3x + 5y + 5, 
—x—2y—2) 


por la definición de adición vectorial. 


Alternativamente 


x(2,3,—1) + (y + 1) (—4, 5, 2) = 
x(2, 3, —1) + DIA, 5, —2) + 
1—4, 5, —2)] 


por el teorema 18.6 . 


= (2x— 4p 4 3x + 5y + 5, 
=x— 2-2) 


por las definiciones de multipli- 

cación y adición vectorial. — |] 

Quisiéramos tener una interpretación geomé- 
trica de la multiplicación escalar y tal interpre- 
tación no es difícil de hallar. Considérese la 
figura 18.1. Esta figura sugiere que si se traza 
una recta de modo que pase por el origen y con- 
tenga al vector X, entonces 2X está sobre esa 
recta a doble distancia del origen que el vector 
X, 3X está a una distancia tres veces mayor 
del origen que X, y del extremo de X al extre- 
mo de 3X hay una distancia igual a dos veces 
la longitud de X; —X está sobre la misma recta 
que X, pero del lado opuesto respecto del origen 
y dista | X] del origen, y así sucesivamente. Esta 
interpretación es intuitivamente correcta. Sin 
embargo, deseamos quedar completamente 
seguros en este paso y poder probar teoremas 
sobre rectas y distancias, Desgraciadamente 
no hemos definido las palabras “recta” ni “dis- 


tancia”. No obstante, el último teorema de esta 
sección confirma nuestra sospecha sobre la 
longitud de un múltiplo escalar de un vector. 
18.8 Teorema, Si X es un vector y r es un nú- 
mero, entonces| rX] = |r} |X]. 

Demostración. Damos la prueba en el caso de 
que X sea un vector tridimensional. Si X = 
(a, b, e), entonces 


IrX] = ira, b, c) = (ra, rb, rc)| 
= ye propro = ye FoFi 
VPE FEEE = lr] e b, ò= iX T 


PROBLEMAS 


18.1 Simplifique cada una de las siguientes sumas de vec- 
tores (es decir, exprese en la forma (a, b} siendo a y b nú- 
meros). 


(a) S(0, 1) + X(1,0) (b) e(0, 1) HCl, O) 
(e) 2(4, 8) + 4(8, 2); 
(8) 30,0) + X1, 3) + 13. 2). 


18.2 Simplifique cada una de las siguientes sumas de vec- 
tores. 


(8) alb, c) + ble, a) + ela, b). 
(0) 20x, y) + Xx. y + D (1—x.2 + Sy). 


18.3 Simplifique cada una de las siguientes sumas de vec- 
tores. 


(a) (1,0,0) + 3(0, 1, 0) + 5(0, 0, 1); 
(b) ala, 0,0) + 5(0, b, 0) + e(O, 0, o); 


© 0,23) -a(5 zx) 


2 


18.4 ¿Para qué números x y y tenemos x (3, 2) + y 2. 3) 
= (17,137 
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18,5 ¿Para qué números x, y y z tendremos 
x(1,2,0) + (0, 3,1) + 2—1,0,1) =(2,1,09 


13.6 Demuestre que sí x es un vector bidimensional y 7 es 
un número, entonces7X] =| +4] 

13,7 Demuestre que] —X/ = | X|para todos los vectores X. 
18.8 Demuestre (tcoremus 18,2 a 18.5) que si r y s son 
números y X y Y vectores bidimensionales, entonces 


(a) 1X = X y OX = 0; (b) sA) = (15M; 
(Y NA — 00: 
(1) AA+ N= rX rY. 


18.9 Demuestre que si z y s son números y X y Y vectores, 
entonces 


(AAN) = A rY 
b)i + AX HY) S rX +X +rY + Y 
6) DA Y) = rX — sX rY HY. 


18.10 Demuestre que si X es un vector, y y s son números, 
yA æ 0, entonces rX = sX sólo si r = s. 

18.11 Dado un vector bidimensional 4, definimos ia fun- 
ción traslación T4 para todos los vectores bidimensionales 
X por Ta (X) = X + A. Demuestre que si A + 8 + C 
= 0, entonces para todoX. Ta (4) + Tg (0) + To 00) = 
3X y Ta (Ta (TEXY) = X. 

18.12 Dé un ejemplo de tres vectores tridimensionales X, 
Y, Z que tengan componentes enteras tales que| X} =| Y] 
-|Z|M0yX+Y+ 


19. LONGITUD Y DISTANCIA 


La definición de distancia se basa en el con- 
cepto de longitud y comenzaremos por estable- 
cer algunas propiedades de las longitudes de los 
vectores. Ya hemos demostrado la segunda 
aseveración del siguiente teorema que repeti- 
mos simplemente a manera de referencia. 

19,1 Teorema. (a) La longitud de un vector 
X es no negativa, y es O si y sólo si X es el vec- 
Lor cero. 

(b) Si X es un vector y r un escalar, entonces 
x| = | po 
Demostración. Demostramos (a) para el caso 
de ser X un vector bidimensional. Entonces Y 
= (a, b) para algunos números a y b y|X|= 
va F D”. Si a o b son diferentes de cero, su 
cuadrado es positivo; la suma de este número 
positivo y un cuadrado (que es no negativo) es 
positiva, y la raíz cuadrada que es| X], es posi- 
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tiva. Si tanto a como b son 0, entonces | X | = 
vū=0. 

La siguiente proposición tiene una interpre- 
tación geométrica muy sencilla (véase la figu- 
ra 19.1). Dice que la longitud de un lado de un 
triángulo es a lo sumo igual a la suma de las 
longitudes de los otros dos lados. Demostremos 
el teorema para vectores bidimensionales por 
medio de un cálculo bastante engorroso. En el 


X+Y 


o 
Figura 19.) 


v Iv-w] 


1d! u-w 


Figura 19.2 


capítulo siguiente daremos una “buena” demos- 
tración que se basa en sencillas propiedades 
geométricas del producto interior de vectores 
que se estudiará en el próximo capítulo. 

19.2 Teorema, Si X y Y son vectores, entonces 
IX + Y| sx +Y 

Demostración. Los números que están en am- 
bos lados de la desigualdad son no negativos y 
por esto es suficiente probar que |X + Y|? < 
dxi + IYD? = (xp + xp] pre Si 
X = (a,b) y Y = (r, s ), debemos comprobar 
que (a HA + (b+5)< 004042 
var BV EST + ri + s?, lo cual, 
después de una pequeña manipulación alge- 
braica nos permite demostrar que 


ar + bs S VEFE VEFE. 
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El número que se encuentra a la derecha de la 
desigualdad es no negativo, y en consecuencia, 
basta demostrar que su cuadrado es mayor o 
igual que el cuadrado del número de la izquier- 
da. De esta suerte debemos demostrar que 


(ar + ds)? = a?r? + 2arbs + Dis? < (a? + b’) 
ete) 
= a?r? + ats? + D'r? + bst, 


Después de una pequena manipulación la prue- 
ba se reduce a mostrar que a3s? — 2arbs + 
b?r? es no negativo, pero este número es senci- 
llamente (as — br)? y es entonces no negati- 
vo. 

La distancia entre dos vectores fo dos puntos 
si se prefiere) se define como la longitud del 
vector diferencia: 

19.3 Definición. La distancia de un vector U 
a un vector V es la longitud] U — V [del vector 
u— 

Así, la distancia de (1, 2, --4) a (—1, 4, —3) 
es| (1,2, —4) — (1,4, —3) |= | (2 2,—M 
= vITFEMFEN= v3= 

Las propiedades importantes relativas a dis- 
tancias se demuestran fácilmente en base a 
propiedades correspondientes relativas a longi- 
tudes de vectores. Las enumeraremos en se- 
guida; en los problemas de esta sección se piden 
las demostraciones. 

19.4 Teorema. La distancia entre los vectores 
U y V es no negativa, y es cero si y sólo si U 
=V. 

19.5 Teorema. Si U y V son vectores, entonces 
lu— Yi=|V— ul. 

19.6 Teorema. Desigualdad triangular. Si U, 
V y W son vectores, entonces 


IU = YI + |V — W| > |U — W|. 


El último teorema tiene una interpretación 
geométrica sencilla de la cual deriva su nombre. 
Considérense tres vectores U, Y y W (véase la 
figura 19.2) y obsérvese que los lados del trián- 
gulo con vértices U. Y y W tienen longitudes 
iguales a las distancias |U — V|. | Y — wW]. y 
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JU — YY], respectivamente. La aseveración de 
quel U— V| +|W— Wles mayor que, o igual 
aj U — Wles precisamente la afirmación de 
que la suma de las longitudes de dos lados de 
un triángulo es al menos igual a la longitud del 
tercer tado. Este es el mismo hecho intuitivo 
que se enuncia algunas veces en geometría al 
decir que “una recta es la distancia mínima 
entre dos puntos” 

Concluimos la sección con im problema que 
muestra cómo puede aplicarse la noción de dis- 
tancia para dar las fórmulas algebraicas de 
algunos problemas geométricos. * 


19.7 Ejemplo. Recordemos que en un espacio 
bidimensional el círculo de radio z con centro 
en A se define como el conjunto de todos los 
puntos cuya distancia de A es igual a y, Pre- 
guntamos: (i) ¿Pertenece (3, 1) al círculo de 
radio 5 con centro —2, 2)? (ii) ¿Existe una 
ecuación que comprenda un vector x que sea 
correcta si y sólo si x pertenece al círculo? 

Para responder la primera pregunta debe- 
mos decidir, en vista de la definición de círculo, 
si la distancia de (3, 1) a (—2, 2) es o no igual 
a 5, Pero esta distancia es [(3, 1) — (2. 2)] = 
(5, —1)] =v I = 5, y, en consecuencia, el 
punto no pertenece al círculo. 

Para responder la segunda pregunta obser- 
vamos que un vector X pertenece al círculo 
si y sólo si su distancia desde (—2, 2) es igual 
a 5; es decir, si y sólo si | ¥ — (—2, 2) | = 5. 
Así, |X — (—2, 2) | = 5 es la ecuación de- 
svada, A esta ecuación sc le llama a veces 
ecuación vectorial del círculo para distinguirla 
de la ecuación escalar que podemos obtener 
del modo siguiente. Si X = ( x. y ), entonces 
Ww — (22 D|= lx, y) - 2 Jl = 
lx+ 29 Dl =v FE y DY, 
y por tanto (x, y ) pertenece al círculo si y sólo 

{x + 2)* + (y —2)* = 5, y esto sucede 
si y sólo si ( x +2)? +(p--2)* = 23. 


* Este problema, tanto como algunos de los enumerados 
en cl problema que se encuentra al final de la sección, cons- 
tituye unu digresión en el sentido de que no son necesarios 
para ulteriores desarrollos 
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PROBLEMAS 


19.1 ¿Cuáles ta distancia de X a Y en cada caso? 

(a) X=(0,1) y Y =(1,0) 

b) X=(3,0) y Y= (0,4); 

O X=) y Y= 

19.2 ¿Cuáles la distancia de X a Y en cada caso? 

(a) X=(1,11) y Y =(,-1,D; 

©) X=(21D y Y=(12—1). 

19.3 Demuestre que la distancia del vector { xi, yı ) al 
vector (ra. po Yes (x1 — DEE (ya — V)”, y establez- 


ca y pruebe una fórmula similar para la distancia entre 
los vectores tridimensionales (xs, yi, 21 ) y (xa Jo zed. 
19.4 Demuestre el teorema 19.4: La distancia entre los 
vectores U y V es no negativa y es cero si y sólo si U = V. 


19.5 Demuestre que si U y Y son vectores y res un escalar, 
entonces |ru — rV |= |» | fu — Y |.Muestre a partir de esto 
(tcorcma 19,5) que 


JU — Y] = |Y — UL. 


19.6 Demuestre el teorema 19.6: si U, V y W son vectores. 
entonces 


JU = V| +iV—W] 2 |U — WI. 


19.7 Demuestre, utilizando el teorema 19.2, que para to- 
dos los vectores U y V 


IUI = IFI < U = YI. 
19.8 Demuestre que si X y Y son vectores bidimensiona- 
les, entonces 
|X + PHIX = YP > XIXI + 117. 
19.9 Escriba una ecuación que incluya x y y que sea co- 


rrecta si y sólo si (x, y) pertenece el circula de centro (—+.1) 
y radio 5. Decida si (2, 5) pertenece o no a este circulo. 


19.10 Demuestre quel {x p): x? + p? 2x0 dy + l = 
© les un círculo y halle su centro y su radio. 

19.11 Escriba una ecuación que incluya x y y y que sea 
correcta si y sólo si (x, y.) equidista de los puntos ( —1, 2)y 
0.6} 

19.42 Describa geométricamente el conjunto 


(X: |X — (1,-2,D] = 5). 
19.13 Describa geométricamente el conjunto 
{Xi IX- (1,3 < 24 
19.14 Demuestre que si X y Y son vectores tridimen: 


nales, entonces 
IX + YI < [XI +17. 
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19.15 Demuestre que si X = (a.b) y Y = (r,s) yas br 
= 0, entonces uno de los vectores Y y Yes un múltiplo es- 
calar del otro. A partir de este hecho, y después de examinar 
la` prueba del teorema 19,2 demuestre que si |X + Y] 
= |X[+ |Y | entonces uno de los vectores X, Y es múltiplo 
escalar del otro. 

19.16 Dado un vector 4. delinimos la función traslación 
Ta por Ta(X) = X + A para todos los vectores X. De- 
muestre que [Ta(X) — PA(Y)| = |X — Y] para todos 
los vectores X y Y. 


20 RECTAS 


Tenemos, por fin, información suficiente para 
estudiar con eficiencia la noción de recta, Una 
recta, en espacios vectoriales de 2 ó 3 dimensio- 
nes, debe ser ciertamente un subconjunto de ese 
espacio, Debemos determinar cuáles conjuntos 
son rectas. El punto de partida es una interpre- 
tación geométrica de la multiplicación escalar. 
Parece razonable que el conjunto de tos múl- 
tiplos de vectores B, diferentes de cero, debe 
ser una recta que pase por el origen (véase la 
figura 20.1). Consideremos todas las posibles 
sumas de la forma A + 1B, donde A y B son 


Figura 20.1 


vectores fijos y 7 un escalar. Según la figura 
parece razonable suponer que el conjunto de 
todos csos puntos sea una recta y esto es lo que 
motiva la definición que adoptaremos. 

Puede no ser errado hacer una pausa para ex- 
plicar un poco la terminología. Se supone que 
Una recta es un conjunto de puntos en espacios 
de 2 6 3 dimensiones. Esto parece natural puesto 
que intuitivamente podemos concebir una recta 
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como un conjunto de puntos, También es cierto 
que una recta es un conjunto de vectores, porque 
de acuerdo con nuestras definiciones, un vector 
es un par de ternas ordenado y estos son preci- 
samente los objetos que denominamos puntos. 
Puede provocar reacción en algunos el hecho 
de que una recta sea un conjunto de vectores, 
pues usualmente tenemos la idea de que los vec- 
tores son flechas, y hablar de un haz de flechas 
que sale desde un punto 0 a cada punto de una 
recta se presta a confusión. Por otra parte, la 
noción de puntos que se “suman” puede tam- 
bién provocar reacciones. La dificultad aquí es 
un asunto de sicología e intuición. Un vector 
es un punto, es un par ordenado (o terna), es un 
ente matemático abstracto, exactamente como 
una rosa es una rosa. El dibujo con que ilustra- 
mos el objeto es asunto de conveniencia. 

20.1 Definición. Un subconjunto Z de un espa- 
cio vectorial, bien sea el plano o el espacio tridi- 
mensional, es una recta si y sólo si hay un vector 
A y un vector B, diferente de cero, tal que 

L=} A + 1B:1csun escalar |. 


En otras palabras, 'un conjunto Z es una recta 

si y sólo si podemos hallar vectores A y B, con 
B diferente de cero, de modo que £ sea precisa- 
mente el conjunto de todos los vectores suma de 
A y múltiplos escalares de B. Para ilustrar esta 
definición damos un ejemplo. 
20.2 Ejemplo. ¿Los puntos ( —10,—8) y (8, 9) 
pertenecen a la recta L = ((0, 1) + : (l, IX 
t es un escalar |? En primer lugar decidamos 
respecto de ( —10, —8); si este punto pertenece 
a la recta, entonces ( —10, —8) = (0, 1) + 
t(l, 1) para algún f, Trabajando un poco la 
aritmética vectorial: ( —10, —8) = (0, 1) + 
ICL D= 0,1) he) =(1 1 +0). Se de- 
duce que en este caso —10 = ry —8 = 1 +05 
pero esto es claramente imposible y así podemos 
concluir que ( —10, —8) no pertenece a L. 
Apliquemnos el mismo procedimiento para de- 
terminar si (8, 9) pertenece a £. Si es así, enton- 
ces para algún ¢ será: 


6,9 = (0, 1) + (1, 1) = (0, 1) + (6,0) 
= 61+). 
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Por tanto 8 = ¢y 9 = | +1, que es muy razo- 
nable. Pero esto no mucstra que (8, 9) perte- 
nezca a L; muestra que si (8, 9) pertenece a £, 
entonces el múltiplo escalar adecuado es 8. Con 
un paso más verificamos que (8, 9) = (0, 1) + 
8(1, 1) lo cual prueba que (8, 9) € L. 1 

Decimos a veces que la recta L = (A + 1B: 
tes un escalar | tiene por ecuación “X (1) = 
A + 1B", 0 que “X(1) = A + 18” es una 
ecuación paramétrica * de la recta L, Esta es 
una manera abreviada de indicar la situación 
precisa que sigue a continuación. Consideremos 
la correspondencia que asigna a cada número 
real ¿ el vector A + 1B. Esta correspondencia 
es una función cuyo dominio es el conjunto de 
números, y su codominio (el conjunto de sus 
valores) es precisamente el conjunto de puntos 
de la recta. Si a esta correspondencia la llama- 
mos Y, entonces X se define mediante la expre- 
sión “X (t) = 4 + 1B” para cada número t, 
y el codominio de X es precisamente la recta Z. 
Algunas veces se dice que “X (1) = A + B”? 
es una ecuación vectorial paramétrica, y la mis- 
ma ecuación también se escribe en “la forma 
escalar” de la manera siguiente. En lugar de la 
función X cuyos valores son vectores podemos 
considerar las funciones correspondientes a ca- 
da coordenada y esas funciones tendrán valores 
escalares (numéricos). De esta manera, si A = 
(a, b,c ) y B = (p. q. r), entonces 


(0, y(0), 2(0) = (le, b, e) + Up, g, 1)) 


es una ecuación de la recta, y las 


2) =0+tp 
Y) =b+ta 
2) =c+ ir 


se llaman ecuaciones escalares paramétricas 
de una recta. No usaremos esta clase de repre- 
sentación; en lo que tenemos que ver, la forma 
vectorial es más simple y geométricamente más 
natural. 


+ No estoy muy seguro de lo que es un parámetro, pero 
creo que se Huma parámetro a un número cuando se pien- 
sa en un función cuyo dominio es un conjunto de nå meros- 
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Es importante tener presente que una ecua- 

ción paramétrica de una recta de ningún modo 
es única. No examinaremos detalladamente este 
asunto, pero intuitivamente debe resultar bas- 
tante claro que |A + 1B; £ es un escalar) se 
pueda también escribir en términos de vectores 
distintos de A y B. Parece probable que cual- 
quier punto que pertenezca a la recta pueda 
ser usado en lugar de 4 y que cualquier múl- 
tiplo escalar de B, distinto de cero, podría com- 
portarse como B. Intuitivamente el vector B 
especifica la dirección de la recta, A pesar de 
esto, deseamos definir el concepto de dirección 
de una manera más geométrica. 
20.3 Definición. Un vector V es un vector-di. 
rección para una recta Z si y sólo si existen di- 
ferentes puntos X y Y que pertenecen a £ tales 
que V = X —- Y (véase la figura 20.2). 


V=X-Y 


Figura 20.2 


Por ejemplo, consideremos la recta L = f (0, 
1) + r (1, 1): £ es un escalar | del ejemplo 20.2. 
Vimos en ese ejemplo que (8, 9) € L. También 
es cierto que (0, 1) y (1, 2) E £, como lo pode- 
mos ver tomando £ = O y f = 1, Cada uno de 
los vectores, (8, 9) — (0, 1) = (8, 8), (8, 9) — 
(1,2) = (1,7), y 0, )— (1,2) = —l—D 
es un vector-dirección para £. 

Un vector-dirección también se llama un 
“conjunto de números directores”. No usaremos 
esta terminología; un vector-dirección es, por 
supuesto, un par ordenado o una terna ordenada 
de números, pero no es un conjunto de números. 

Observamos que el vector cero no es un vec- 
tor-dirección para cualquier recta, puesto que 
un vector-dirección es la diferencia de dos vec- 
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tores distintos. Muchos vectores diferentes pue- 
den ser vectores-dirección para una misma rec- 
ta, pero, como lo muestra el sencillo teorema 
siguiente, hay una relación estrecha entre va- 
rios vectores-dirección. 

20.4 Teorema. Sea Y un vector-dirección de 
una recta L que tiene por ecuación: X (1) = 
A + tB. Entonces V es un múltiplo escalar de 
B, y B es también un vector-dirección de £. 
Demostración. El vector-dirección V es la di- 
ferencia de los vectores Y y Z que pertenecen 
a L. Por consiguiente, existen escalares s y 1 
tales que Y = A +sByZ =A + tB. Enom 
ces 


V=Y-Z=(4+8B)- (A + B) 
= 4B — tB = (8 — i)B, 


y hemos mostrado que V es un escalar múltiplo 
de B. 

Para demostrar que B es un vector-dirección 
de L, simplemente observamos que X(1) y X(0) 
son elementos de L, y que X(1)—X (0) = 4 + 
B — A = B. Asi, B es la diferencia de dos ele- 
mentos diferentes de L y per consiguiente es un 
vector-dirección de £. 

Una consecuencia particular de este teorema 
es que dos vectores-dirección cualesquiera de la 
misma recta de ecuación X (r) = A + tB son 
múltiplos escalares el uno del otro, puesto que 
cada uno es un múltiplo escalar (distinto de ce- 
ro) de B. Así, por ejemplo, encontramos que (3, 
8), (7, 7) y (—1, —!) son vectores-dirección de 
la recta L =1(0, 1) + z (1, 1): z es un escalar ), 
y observamos que cada uno de esos vectores- 
dirección es un múltiplo escalar de cada uno de 
los otros. 

Hay una interesante interpretación física de 
la ecuación paramétrica X (1) = A + tY. 
Pensemos en una partícula que está inicialmen- 
te en la posición A y que tiene una velocidad 
(constante) V; ¡después de ; unidades de tiempo 
la posición de la partícula es 4 + rV! De este 
modo, se puede interpretar A como la posición 
inicial de una partícula, V como su velocidad y 
la recta podría scr llamada la huella dejada por 
la partícula. 
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Si damos un punto A y un vector-dirección Y, 

es obvio que podemos escribir la ecuación de 
una recta que pasa por 4 con el vector-dirección 
B; es claro que X (1) = A + tV es una ecuación 
de una recta que pasa por A (porque X (0) = 4) 
y en vista del teorema precedente, Y es un vec- 
tor-dirección. Damos dos ejemplos que mues- 
tran cómo se pueden emplear estos resultados. 
20.5 Ejemplo. Necesitamos hallar la ecuación 
de una recta que pase por (—1, 4, 3) con vec- 
tor-dirección (1, —2, 7). Es claro que X (1) = 
(—l, 4, 3) +e(1, —2, 7) es la ecuación de tal 
recta. |] 
20.6 Ejemplo. El problema consiste en hallar 
una ecuación de una recta que pase por los pun- 
10s (0, 1) y (1, 2). Por la definición de vector-di- 
rección sabemos que (0, 1) — (3, 2) = (—1, 
—1) es un vector-dirección, y siendo (0, L) un 
punto de la recta, X(2) = (0, 1) + (1. —1) 
es una ecuación de la recta buscada. Desde lue- 
go esta ecuación no es única; XU) = (1, 2) + 
KL t) es también una ecuación de esa clase. La 
figura 20.3 nos muestra una interpretación 
geométrica del problema. Ë 


y 


Figura 20,3 
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20.1 ¿Cuáles de los siguientes puntos están sobre | (0, 0) + 
tl, 1): res unescalar 1% 

(3, 3z (—1, 1); (2, 0}. (—1, —1). 
20.2 ¿Cuáles de los siguientes puntos están sobre | (1, 1) + 
11. 1) 1 es un escalar |? 


(0 0R (L 43 D (3, DEL 3). 
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20.3 ¿Cuáles de los siguientes puntos están sobre | (L, 1, 1) 
+ {—i.2, 1) res unescalar i? 
(0,0, 0); 0, 3, 2), (2, — 1. 0). 
20.4 Represente gráficamente la recta | (0, 0) + 441,6) 
t es un escalar } y señale tres puntos sobre ella. 
20.5 Represente gráficamente la recta 1 (2, 3) + 2(L, 2) 1 
es un escalar | y señale tres puntos sobre ella, 
20.6 Encuentre una ecuación (vectorial) de la recta que 
pasa por (3, 4) y que tiene (1, —1) como vector-dirección, 
20.7 Encuentre una ecuación (vectorial) de la recta que 
pasa por (1. 1, 1) y que tiene (1, 2, 3) como vector-direc- 
ción 
20.8 (2) Encuentre una ecuación (vectorial) de la recta que 
pasa por (0, 1) y (1,0) 
(b) Haga lo mismo para la recta que pasa por (0, —1) 
ELO. 
20.9 Encuentre una ecuación (vectorial) de la recta que 
pasa por (0, Dy 2.7). 
20.10 (a) Encuentre una ecuación (vcctorialy de la recta 
que pasa por (—1, 2, —1) y (0, 3, —-2). 
{b} Haga lo mismo para la recta que pasa por (0, 
2,—Dy(5,—1, 3). 
20.11 (a) ¿Están lodos los puntos (0, 0), G, 2) y le, Ze) 
sobre una recta? 
{b} ¿Están todos los puntos (2. 3), (—866, 871) y 
(3, 2) sobre una recta? 
20.12 En cada caso encuentre los vectores hidimensiona- 
les 4, B tales que: 
(a) 14 + 1B: res unescalar | = eje dex 
(b) LA + tB: tes un escalar |= eje de y. 
(0) 1A + 1B: 1 es un escalar | = la diagonal que bisecta 
el primero y tercer cuadrantes. 
20.13 (a) Demuestre que Í (0,0) + a(1, 2): r es un escalar | 
=Hoyhy=2% t 
(b) Demuestre que 1 (1, 1) + #—1, 2): z es un esca- 
lar i= l yky 32 
20.14 Demuestre que si Y y V son vectores-dirección de 
una recta £, entonces para algún escalar r, U = 7V. 
20.15 ¿En qué punto se cortan las rectas + (0, 0) + 11, 1): 7 
es unescalar | y | {0, 2) + s(—L, lxs es un escalar 1? 
20.16 Demuestre que si U y V son vectores (ambos bidi- 
mensionales o tridimensionales) y U 7 Y, entonces hay una 
y sólo una recta que pasa tanto por U como por V. 
20.17 Demuestre que si P y Q son rectas (ambas en el es 
pacio bidimensional o tridimensional) y P pé Q, entonces 
hay por lo menos un vector X tal que Y EP NQ. 
20.18 Demuestre que si 4 y B son vectores y A 5 0, enton- 
ces existo una y sólo una recta que pasa por A y tiene a 8 
como vector-dirección. 
20.19 Considérese la recta | A + AB — A): r es un esca- 
lar |, Observe que tanto 4 como B pertenecen a esta recta. 
¿Qué valores de y corresponden a puntos sobre la recta ubi- 
cados entre A y B? 
20.20 Dé un ejemplo en forma vectorial de una recta en el 
espacio bidimensional a la cual no pertenezcan puntos re- 
tículares enteros (problema 14,11). 
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Esta sección está dedicada a la solución de 
unos pocos problemas que comprenden rectas. 
Se dan para familiarizar al estudiante con la 
moción de recta y con técnicas que incluyen la 
utilización de rectas. Pocas cosas de las que se 
estudien en esta sección se necesitarán en el tra- 
bajo posterior. Sólo haremos énfasis en la defi- 
nición de vector unitario y en su construcción 
corriente (teorema 21,3); en la definición de rec- 
tas paralelas y en la fórmula para el punto me- 
dio de un segmento rectilíneo. 

Comenzamos reconsiderando algunos resul- 
tados de las secciones anteriores. La combina- 
ción vectorial A + rV, donde A y B son vecto- 
res, V +0, y r es un escalar, se encuentra sobre 
la recta | A + Ve r es un escalar | y X(ġ = 
A + iV es una ecuación de esta recta, Esta 
recta pasa por A porque X(0) = A, y ésta es la 
recta* que pasa por A según el vector-dirección 
V puesto que X(1)— M0) = 4 + V—=A= 
V. Observemos también que la distancia de 
Aa A + ¡5Ves lía + 11M) Al=1|rV]= 
Jr IF], de modo que la distancia de A a A + 
rV es sencillamente |r| multiplicado por la lon- 
gitud del vector Y. 

Vamos a usar estos resultados para resolver 

un problema sencillo. 
21.1 Ejemplo. Dados dos puntos diferentes, 
A y B, queremos hallar una fórmula para el 
punto medio del segmento rectilíneo 48; más 
precisamente, deseamos hallar un punto de la 
recta que pasa por A y B que sea equidistante 
de cada uno de ellos. Daremos dos soluciones, 
una geométrica y la otra algebraica. 

En primer lugar, observando la figura 21.1 
parece obvio que para ir de 4 al punto medio 
se necesita “atravesar” la mitad del vector B 
— A. Si se utiliza la adición vectorial. el punto 


* Decimos la recta aunque en el texto no hemos probado 
que haya sólo una recta que pase por un punto y que tenga 
un vector-dirección dado. Sin embargo, los problemas 20 18 
y 20.16 afirman que existe precisamente Una recta, y que 
esta recta cs única, que pasa por dos puntos diferentes cua- 
lesquiera. Supondremos que el lector ha resuello estos 
problemas satisfactoriamente. 
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medio X deberá ser A + ( $) (B — A} que, ha- 
ciendo un poco de aritmética vectorial, es (4) 
(A + B). Es fácil verificar que ($) (4 + B) 
es equidistante de A y B, la distancia es, como 
esperábamos, justamente ( $ )| 8 -— A. 
B 
X 


B-A 


Figura 21.1 


Algebraicamente, podemos proceder como 
sigue. Se supone que el punto medio X perte- 
nece a la recta que pasa por 4 y B. El vector 
B — A es el vector-dirección de esta recta, y 
por tanto hay un escalar + tal que et punto 
medio es A + r(B — A). Puesto que el punto 
medio se supone equidistante de 4 y B, tenemos 
l4 + AB —A)—Al=|4 + 18 —4) —BÍ.Si 
omitimos algún vector aritmético vemos que 
[XB — AN =1A4— B + AB -- A)|, de donde 
irl 18 — A} = |l — r| |8 — Al, y puesto que 
B — A no es cero, sabemos que |r] = |i -- y] 
A partir de esto no es difícil ver (aunque omi- 
tamos los detalles) que r debe ser 4. En fin, se 
puede comprobar directamente que A + (4) 
(B—- A) es equidistante de A y de B. 

La fórmula para el punto medio cs muy 
conveniente. Por ejemplo, el punto medio del 
segmento rectilíneo trazado de (-—l, 5, 6) a (3, 
1, —2) es ($) [(—1, 5, 6) + G, 1, —2)] 
=(90,64=(132 | 


El resultado del ejemplo precedente, es decir, 
que (4) (4 + B) es el punto medio del segmen- 
to rectilíneo que va desde A hasta B, se emplea 
con mucha frecuencia de modo que es impor- 
tante recordarlo. Observamos que el argumento 
geométrico estaba lejos de ser simple, pero el 
argumento algebraico nos dio información adi- 
cional; nos mostró que hay exactamente un 
punto sobre la recia que es equidistante de 


72 VECTORES Y RECTAS 


los extremos, mientras el argumento geomé- 
trico escogió precisamente un punto que es el 
punto medio. Trataremos dos ejemplos más 
de naturaleza semejante, fiándonos inicialmen- 
te en argumentos geométricos. 

21.2 Ejemplo. El problema consiste en ha- 
llar un punto de la recta que pasa por A y B 
cuya distancia a 4 sea el doble de la distancia 
B. Se deduce de la figura 21,2 que no hay uno 
sino dos de tales puntos: A + (3) (8 —4) o 
A +2 (B —4). Nos detenemos a ver si esos 
puntos en realidad satisfacen o no las condicio- 
nes del problema. Es claro que ambos puntos 
se encuentran sobre la recta que pasa por A 
y B porque X(1) = A + 1( B —A) es una 
ecuación de esta recta. Confrontando las co 
diciones de la distancia hallamos que la dis- 
tancia de 4 a A + (2) (B — 4) es (3)18 
—A | y que la distancia de Ba A + (4)(B— 
A) es |B — A — (4) (B— Al = (3)]B— 
Aj. La primera es ciertamente dos veces la se- 
gunda, y entonces A + (3)(B— 4) = (YA 
+ (4) B satisface la condición del problema. 
Se puede comprobar que 4 -+ AB — A) tam- 
bién resuelve el problema. 


Puntos posibles 


Figura 21.2 


Este ejemplo puede realizarse por métodos 


algebraicos, tal como se hizo el ejemplo ante- ' 


rior. Estos métodos muestran que las dos so- 
luciones dadas son las únicas posibles. [|] 

Existe una construcción íntimamente relacio- 
nada a aquella de los dos ejemplos anteriores. 
Supóngase que se nos pide cómo hallar una fór- 
mula para determinar el punto X que está a dos 
unidades de 4 en la dirección paralela y en el 
mismo sentido de la flecha que va de O a B, 
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como se muestra en la figura 21.3. Si B fuese 
de longitud uno, el problema sería fácil de re- 
solver; en efecto, X podría sor 4 + 28. Es, 
por consiguiente, natural tratar de hallar un 
vector que sea un múltiplo escalar positivo de 
B, de modo que, hablando de una manera in- 
tuitiva, señale el mismo sentido y dirección que 
B, y tal que el vector tenga longitud uno. Pero 
es muy fácil hacer esto. 

21.3 Teorema. Si B es un vector distinto de 
cero, entonces (1 /|BDB tiene longitud unidad. 
Demostración. Si r es cualquier escalar, en- 
tonces |78 | = |r| [8]; en particular, K1 /18))81 
= ¡1/18[118]. Ahora bien, 1/18} es positivo, y 
AT absoluto es por tanto justamente 1/ 
Bl. 

Por ejemplo, si 8 = (3, 4), entonces (1/18))8 
es (1/5) (3, 4) = (3/5, 4/5) y este vector es de 
longitud unidad. 

Los vectores de longitud unidad resultan de 
uso conveniente ya que tienen nombre determi- 
nado. 


A X 


B 
Figura 21,3 


05)2 


0 
Figura 21.4 


21.4 Definición. Un vector unitario es aquel 
cuya longitud es 1. 

Volvamos al problema inicial de esta discu- 
sión. Parece evidente según la figura 21.4 que 
el punto situado a dos unidades de A en la di- 
rección paralela a la de la flecha que va de O 
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a B debe ser 4 + 2(1/|B])B. No es difícil veri- 
ficar que este punto está, efectivamente, a dos 
unidades de A y, ciertamente, sobre la recta que 
pasa por A cuyo vector direccional es igual a 
B. 

Resulta interesante que muchos de los teo- 
remas de la Gcometría Plana se puedan com- 
probar fácilmente por métodos vectoriales. 
Daremos ejemplos de comprobaciones de esta 
clase en esta sección y en la siguiente, pero an- 
tes de proceder, es necesario hacer una peque- 
ña explicación. No necesitamos definir todas 
las nociones geométricas de la geometría plana, 
como triángulo, paralelogramo, rombo, etc., 
en este texto. En consecuencia, procederemos 
de mancra informal utilizando una gran can- 
tidad de diagramas y, contando con ellos y con 
experiencias anteriores, comunicaremos al es- 
tudiante las ideas requeridas. Existe, sin em- 
bargo, una definición formal y sencilla que que- 
remos introducir. 

21.5 Definición. Dos rectas son paralelas, si 
existe un vector que sea un vector-dirección de 
ambas. 

De igual manera, dos rectas son paralelas 
si tienen vectores-dirección tales que uno sea 
múltiplo escalar del otro. Así, la recta $ (0, 1) + 
(1, 1): z es un escalar | es paralela a | (2, —2) 
+ 4(7, 7): 1 es un escalar |, pues, por ejemplo, 
(3, 3) es un vector-dirección para cada una de 
ellas; desde luego, (1, 1) y (7, 7) son también 
vectores-dirección ambas. 

Finalmente, al demostrar teoremas geomé- 
tricos, supondremos cuando sea conveniente 
que una figura se puede mover a cualquier po- 
sición en el plano, mediante un movimiento 
rígido. Así, en el siguiente ejemplo, primero 
movemos el triángulo hasta que un vértice des- 


Figura 24.5 
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canse sobre el vector 0. Esto no es absoluta- 
mente esencial para una demostración, pero 
simplifica muchísimo las cosas. 

21.6 Ejemplo. Demuéstrese que el segmento 
rectilíneo que une los puntos medios de dos la- 
dos de un triángulo es paralelo al tercer lado 
y su longitud es la mitad de la del tercer lado. 
Comenzamos, como se muestra en la figura 
21.6, colocando el triángulo con un vértice en 
O, y llamando a los otros dos vértices 4 y B, 
respectivamente, Si X es el punto medio de OA, 
entonces X = ($) (0 + A) = (3)A y si Y es 
el punto medio de OB, entonces Y = ($)B. 
Así pues, la recta que pasa por X y Y tiene el 
vector-dirección X — Y = (4)4 — (})B. 
mientras la recta que pasa por 4 y B tiene al 
vector-dirccción A — B. Puesto que uno de 
ellos es un múltiplo escalar del otro, se deduce 
que la recta XY es realmente paralela a la rec- 
ta AB. Finalmente, la distancia de X a Y es 
|X — Y|= (4)]4 — B]y ésta es precisamente 
la mitad de la distancia de A a B. 

A 


o Y B 


Figura 21.6 

En conclusión, se puede observar que esta 
proposición hubiera podido demostrarse con la 
misma facilidad sin transportar el triángulo 
hasta que un vértice coincidiera con O. La 
figura 21.7 indica cómo hubiera podido hacerse 
la demostración si el triángulo estuviese en una 
posición “arbitraria”. 

q 


GHPO 


DIP+RI 
Figura 21.7 
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PROBLEMAS 


21.1 En cada uno de los siguientes casos halle el punto me- 
dio del segmento rectilíneo entre 


(1 00302 (b) G Dya Sk 
(0) (by (0 -12y (1—2). 


21.2 En cada uno de los siguientes casos encuentre el punto 
medio del segmento rectilineo entre 


tm 000y(111 (b) (1,123y6.5 


lo (1,2,3)y(3,2, 1} (d) (0,5, y (2.3, 5} 


21.3 En cada uno de los casos siguientes halle los puntos 
que disten de 4 el doble que de £ en Ja recta que pasa por 
AyB 


ia) A =(0.0),8 =G.0% 
©) 4-=(0.0,8-(0.7 
(9) EEUE) T E 
(8) 4 = (=,D), B =(5.—4), 


21.4 En cada uno de los casos siguientes halle Jos puntos 
que disten de A el doble que de 8 en la recta que pasa por 
AyB 


18) 4 = (0, 0,0), B = (3,3,3) 
(b) A = (0.1.2), B = 3,71%; 


21.5 En cada uno de los casos siguientes halle el punto que 
está a 5 unidades de 4 en el sentido y dirección de U. 


(a) A= (0,1), U = (1,0); 
ib) A=(0,1),U =(—-1,0); 


BU = (- p$); 
-5 
2 


21.6 En cada uno de los casos siguientes halle el punto que 
está a 3 unidades de 4 en el sentido y dirección de U. 


1 i 1 
40,00 U = (Pb; 
PRA e v z) 


(b) A = {1,2,3}, U = (0.0, 1); 


=(-32- AN 
() 4=(-3,2,-0), U (055) 


(o) A 


(d) A= (3,4), U = (- 
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21.7 En cada ugo de las casos siguientes exprese X en la 
forma X = rU, donde r es un escalar y U es un vector uni- 
tario, 


la) X = Or) 
O X= 


(b) X ={(—r, 0; 
(dd X=Q-347. 


21.8 En cada uno de los casos siguientes exprese X en la 
forma X = rU. donde r es un escalar y (/ es un vector uni- 
tario, 


(a) XA=(0,0,3 (b) X=, 43,43% 
(9 X= (mens) 


21.9 Demuestre que si 7 es un número y |r 
tonces r = y. (Véase el ejemplo 21,1). 


Il — rhen 


21.10 Demuestre que A + 4 (8 —A)y 4A + U8— A) 
son Jos únicos puntos que distan ct doble de 4 que de B so- 
bre la recta que pasa por los dos vectores A y B, (Véase cl 
ejemplo 21.2) 

21.11 Demuestre que si £ es una recta y P es un punto, 
entonces sólo hay una secta que pasa por P y cs paralela 
al 

21.12 Dé on ejemplo de dos rectas £ y R en elespacio tri- 
dimensional tales que L f) R = Lf, pero sin que £ y R 
scan paralelas. 

21.13 Demuestre que si £ y R son rectas paralelas Y £ 54 
R, emonces L NR = Ø. 

21.14 Dé un ejemplo de tres vectores unitarios A, B. y C 
en Un espacio bidimensional, tales que 4 + B+C=0 
21.15 Demuestre que las diagonales de un paraleiogramo 
se bisecan entre sí. 

21.16 Demuestre que si las diagonales de un cuadrilátero 
se hisecan mulvamente, entonces el cuadrilátero es un pa- 
ralelogramo. 

21.17 Demuestre que los segmentos rectifíneos que unen 
los puntos medios de los lados de cualquier cuadrilátero. 
forman un paralelogramo. 

21.38 Demuestre que las medianas de un triángulo concu- 
tren todas en un mismo punto. 

21.19 Demuestre que si dos medianas de un triángulo son 
iguales, entonces el triángulo es isósceles 


22 ESPACIO VECTORIAL n-DIMENSIONAL 


Parece muy natural preguntar, ya que cono- 
cemos espacios vectoriales bidimensionales y 
tridimensionales, si existen espacios vectoriales 
4-dimensionales, 5-dimensionales o, igualmente, 
13-dimensionales, No hay, en absoluto, dificul- 
tad en definir y usar tales espacios vectoriales 
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y, en verdad, definiremos espacios vectoriales 
n-dimensionales para cada número natural n. 
Esta sección está dedicada a definir y estudiar 
espacios vectoriales ¡edimensionales. También 
debe ser útil esta sección para revisar el traba- 
jo del capítulo. 

Antes de comenzar esta tarea nos parece 
bien decir algo sobre la utilidad de los espacios 
vectoriales de dimensiones superiores. Muchos 
experimentos requieren una medición de la 
posición de un objeto y del tiempo en el cual 
el objeto ocupa tal posición. Así, se necesita 
una cuaterna de números para determinar un 
acontecimiento (en posición y en tiempo). El 
conjunto de cuaternas es frecuentemente lla- 
mado espacio-evento, * Este es un concepto 
que es más útil en física que en ciencia ficción. 
Hay otros casos en los cuales necesitamos re- 
gistrar tanto la posición como la velocidad de 
partículas, obteméndose así una 6-upla de 
números para cada observación, y hasta puede 
ocurrir que se presenten 13-uplas (vectores 
13-dimensionales). 

Un vector tetradimensional es precisamente 
una 4-upla de números tales como (2, 7, —9, 3), 
y un vector exadimensional es una 6-upla tal 
como (l, —1, 2, 3, 3, 2). Si X es un vector te- 
tradimensional, de ordinario denominamos sus 
coordenadas como X i, X2, X3, AG de modo 
que Y = (Xi, Xa Xa, X4). En general un 
vector n-dimensional, x, es una m-upla de nú- 
meros (Xi, Ma, Xa). Si X = (2,7, —9, 3), 
entonces X, = 2, X 3 = —9, y, en general, si 
x os un vector n-dimensional, entonces A, es la 
ima coordenada o, como sc dice frecuente- 


i- 
mente, la ¿sima componente de X para cada 


número natural ¿ siendo 1 } < n. 

Debemos dar ahora una definición precisa 
de un vector n-dimensional (o n-upla), y la 
notación que hemos adoptado informalmente 
nos da la idea. Un vector tetradimensional X 
es un objeto matemático Lal que Xi, Xz, As, 
X4, son números. En pocas palabras, X es una 
función cuyo dominio es | 1, 2, 3, 41, y X será 


* Véase “De Pitágoras a Einstein”, de K. O. Friedrichs. 
Editorial Norma, 1967, página 75. (N, de los T.) 
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X (1), Xz será X (2), y, así sucesivamente. De 
esta manera llegamos a las definiciones siguien- 
tes: 


22.1 Definiciones. * Un vector n-dimensional, 
x, es una función cuyo dominio es el conjunto 
LA: k es un número natural y 1 £ k £ a | y cu- 
yo codominio es un conjunto de números. Una 
n-upla es un vector n-dimensional. Si X es un 
vector n-dimensional, entonces la -sima coorde- 
nada, o -sima componente, X, de X es el valor 
X (1) de X en el número natural i, para cada nů- 
mero natural ¿, siendo ] S į Sa 

Sabemos que dos funciones son iguales si y 
sólo si tienen el mismo dominio y el mismo va- 
lor en cada punto de tal dominio. Si X y Y son 
vectores x-dimensionales, entonces tienen el 
mismo dominio, el conjunto | k: k es un núme 
ro natural y 1 $ k < nl, y en consecuencia 
X = Y si y sólo si la ¿sima coordenada de X, 
Xi, es igual a la correspondiente coordenada 
Y; para todos los números ¡ para los cuales 
1£S» 

Para definir un vector a-dimensional, X, de: 
bemos especificar el número X, que es la i-sima 
coordenada (el valor de X en ¿) para cada núme- 
ro natural ¿con |< j S a. En particular, para 
definir la suma X + Y de dos vectores ¿-dimen- 
sionales, debemos especificar la ¿-sima coorde- 
nada (X + Y); para cada i. 


22.2 Definición, La suma X + Y de dos vec- 
tores a-dimensionales X y Y es el vector cuya 
sima coordenada es X, + Y, para cada ¡ 
siendo 1 S» < n. 

En otras palabras, tenemos por definición: 
(X +Y), = X: + Y. para cada número na- 
turał con | £ į S m. 


No es dificil demostrar que un espacio vecto- 
rial n-dimensional es un grupo conmutativo 


* La definición no es compatible con la que se da para 
vectores bidimensionales y tridimensionales en la sección 
14, pero puede cmplcarse para reemplazar tal definición. 
Desde luego, esta definición se basa en la noción de función 
y en el conceplo de par ordenado, de modo que la primera 
definición no es inútil 
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respecto de la operación +. Expresamos los he- 
chos necesarios en la siguiente secuencia de teo- 
remas y demostramos uno de ellos como ejem- 
plo. 

22.3 Teorema. La adición de vectores z-di- 
mensionales es conmutativa. 

Demostración. Si X y Y son vectores n-dimen- 
sionales, entonces para todo ¿tal quel $ £ < n. 
tenemos: (A + Y ),= X: + Y, por definición 
de la adición vectorial, X; + Y, = Y, + X: 
porque la adición de números es conmutativa; 
Y, +X = (Y 4 X ), de acuerdo con la defi- 
nición de la adición vectorial, y, por consiguien- 
to, (X + Y), = (Y + X), en virtud de la 
identidad lógica. En consecuencia, X + Y = 
Y + X porque esos dos vectores tienen la mis- 
ma i-sima componente para cada í. |] 


22.4 Teorema. La adición de vectores n-dimen- 
sionales es asociativa. 

22.5 Definición. El vector n-dimensional cero, 
O es el vector cuya ¡-sima componente es el 
número 0 para cada ¡tal que | < į $ n. Esto es, 
@: = 0 para todo i. 


22.6 Teorema. Si X'es un vector n-dimensional, 
entonces (D + X = X. 

22.7 Teorema. Si X es un vector n-dimensional 
existe entonces un vector Y tal que X + Y =). 

El vector Y mencionado en el último teorema 
es, desde luego, único y, por definición, es el vec- 
tor — X. ¿Cuáles son sus componentes (es decir, 
EA) 9? 

La multiplicación escalar de vectores n-di- 
mensionales es igualmente sencilla. Su demos- 
tración la dejamos al lector. 

22.8 Definición. Para cada vector n-dimensio- 
nal X y para cada escalar r, rX es el vector cuya 
i-sima componente, para 1 $ ¡<nesr(X,), 
esto es, (rX ); = rX, para todo i. 

22.9 Teorema. Si r y s son escalares y X y Y 
son vectores »-dimensionales, entonces 


() 1X=X y 0X=0, 
Gi) r(eX) = (r8)X, 
i) (NX = — (X), 
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üv) AX+Y)=rX+rY, y 
w) r +)X=rX +sX. 


Finalmente, definimos la longitud de un vec- 

tor -dimensional y a partir de ella damos la 
noción de distancia entre tales vectores de ma- 
nera obvia. 
22.10 Definición. La longitud de un vector n- 
dimensional X, designada] X|, es la raíz cuadra- 
da de la suma de los cuadrados de las compo- 
nentes. Esto es, 


EFIS FX 
Asi, \(1, —1, 2,3] = VI FI F4 F9 = y15. 


22.11 Teorema, Si X y Y son vectores n-dimen- 
sionales y res un escalar, entonces 


Q IXI>0, y IX] =0siysólosi X =0, 
Gi) Xx] = flix y 
Gi) |X + Y| < IX + I}. 


22.12 Definición. La distancia entre los vecto- 
res X y Y es la longitud |X — Y| del vector di- 
ferencia X — Y. 

Justamente, como en los casos bi y tridimen- 
sionales, las propiedades de la longitud implican 
las propiedades de la distancia. 

22.13 Teorema, Si X y Y son vectores n-dimen- 
sionales, entonces 


ü IX—-YI0, y |X-P=0 
siysólosi X = Y, 
i) xX- Y] = (Y — X) y 


X- Y /+1Y-2 >1X 2] 


Todos los teoremas de esta sección se pueden 
demostrar fácilmente con excepción del teorema 
22.11 (iñ) relativo a la longitud de la suma de 
dos vectores. No hay realmente aquí mayor di- 
ficultad, pero una demostración en esta etapa 
del problema podría resultar cargada de opera- 
ciones tediosas. El teorema se deducirá fácil- 
mente a partir de una última proposición sobre 
productos interiores; así, ni siquiera usaríamos 
el recurso disimulado de incluir el teorema en 
la lista de problemas. 
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PROBLEMAS 


22.1 Si X =0, 1, 0, —2), halle Xi — X 12M. YA 
Encuentre un vector unitario que tenga la misma dirección 
que X. 

22.2 Dados Y =(2,3.1,7) y Y = (4,2, —I, 5) halle 
E —3Y y|X +2F]. y verifique que |X + Y] S |x + 
rl. 
22.3 Dados X =(1.0,—1,2,3)y Y = (1.2, 1,— 


h. 


(a) Halle una scuación de ta recta que pasa por X y 
F; 


{b} ¿(1. —2.—1. 2, 7) pertenece a esta recta? 


(c) Halle el punto medio del segmento que va de X 
aY 


(d) ¿Existe un punto U de la recta, tal que L'i = UN 


22.4 Demuestre el teorema 22.4: La adición de vectores 
n-dimensionales es asociativa. 

22.5 Demuestre el teorema 225: Si 
mensional, entonces (A)4 X = X. 


X es un vector z-di- 


22.6 Demuestre el teorema 22.7: Si X es un vector a-di- 
mensional, entonces existe un vector Y tal que X + Y = 


22.7 Demuestre el teorema 229 (i): Si X es un vector s- 
dimensional, entonces LX = X y 0X = e. 


22.8 Demuestre el teorema 22.9 (ii): Si X es un vector 
n-dimensional y z y s son escalares, entonces r (sX) = 
mx 

22.9 Demuestre el teorema 22.9 (iv): Si Y y Y son vecto- 
res n-dimensionales y y es un escalar. entonces r (X + Y) 
= rX + Y. 

22.10 Demuestre el teorema 22.9 (Y): Si X es un vector 
n-dimensional y r y s san escalares, emonces (7 + 5) X= 
TX +sX. 

22.11 Demuestre el teorema 22.11 (ii): Si X es un vector 
n-dimensional y r es un escalar, entonces |r | = (r| lxt 
22.12 Demuestre que el conjunto siguiente es inductivo 

ln: n es un número natural y la suma de cualesquiera 
números n no negativos es no negativa |. 

22.13 Sea F el conjunto de todas las funciones f tales que 
el dominio de f es el conjunto de todos los números y el co- 
dominio de f es un subconjunto del conjunto de números, 
Intente definir suma y multiplicación escalar en F de 
manera que las propiedades algebraicas (lista de resulta- 
dos del teorema 22.9 de esta sección) de los espacios vec- 
toriales n-dimensionales tengan imágenes correctas para F, 
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Para indicar sumas de varios números existe 
una notación que facilita grandemente nues- 
tros cálculos. Expresiones tales como “Xi? + 
X? + + X»? ” son enredadas y difíciles 
de trabajar, y hay cálculos sencillos que se 
pueden realizar más fácil y naturalmente con 
la notación J., los cuales son menos claros en 
la notación extensa. La notación J, es verda- 
deramente esencial en un estudio eficiente de 
los espacios vectoriales m-dimensionales para 
n > 3, aunque si el lector está interesado sólo 
en espacios vectoriales bi o tridimensionales, 
no necesita prepararse con el material de esta 
sección. 

Supóngase que f es una función, que m y 7 
son enteros tales que m $ n, y que cada entero 
k tal que m S k < n pertenece al dominio de 


J. Entonces $, f(k) representa la suma f(m) 


Pr 


+ fín +1) +... + fln) de todos los nú- 
meros que se obtienen de “f (k)” reemplazando 
“k” sucesivamente por: m, m + 1, yn 


A A 
Así D 2k 2:24 2:34 2:4=18y È P= 


Lt, El 
124244 32 4 42 4 52 También observa- 
mos que[X| = VX F MIRE A 


a 
y que ésta cs la raíz cuadrada de Ñ X, 
siempre que X sea un vector n-dimensional 


Desarrollaremos el uso de la notación D) muy 
informalmente porque nuestro propósito prin- 
cipal es un buen entendimiento intuitivo de su 
mecanismo. Empezamos echando una mirada 
cuidadosa a la notación en sí misma, Ocurre a 
yeces que en lugar de la notación funcional 
usual “f(X)" para el valor de la función f en 
k usamos la notación alterna con subíndice 
“fy. Ya hemos encontrado en nuestro reco- 
rrido un ejemplo para describir la longitud 
de un vector a-dimensional. 


78 VECTORES Y RECTAS 


Es muy importante entender precisamente 
qué objetos dependen del número $, f(k). Es 
En 
evidente que este número depende de la función 
3 
f. Asi, J, k =14+2 4+3 > 6 (este es el caso 
f 
a 
pero P kR= 148 


E 
32 = l4(en este caso fk) = K*). Es también 


en que f(k) = k) 


evidente que $5 f(k) depende de m y de n, y, 
a 
por ahora, nos abstenemos de dar más ejem- 


plos. Por último PX f(k) no depende de k. Así, 
kam 
` a 
È t-23) = h w-29=0+1+2 
= 


La letra “k” en pa FRY” se toma en el mismo 
sentido arbitrario que “x” en “I x zx es un ente- 
rol” y “r en “la función” g cuyo valor en q 
esp”, 

Hay algunas identidades muy usadas en su- 
mas. Por ejemplo podemos observar que 


3 


3 
T2A=2)k 
E 


r izi 


3 
porgue Ð 2k=2-1+ 
A 
3 
2-24 2-3 =2(1 +2 +3) =2 2 k. Algunas 
t 
veces se dice que “podemos sacar una cons- 
tante del signo Y, ”. Generalmente es cierto 


que para cada número r, 


23.1 


E h =r D e 
an ian 
Esto sc puede llamar la ley distributiva gene- 
ralizada, 
Existe una propiedad aditiva en la notación 


3 


DA D (E+ k) = (HL) (242 


+ (3 +3) = (1 +2 +3) + (12 + 2 33) 
3 


3 
k+ 2 1%. En general. tenemos 
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23.2 
E 00) tat) = (E 10 + E a). 


Hay una función especial que aparece a me- 
nudo en los cálculos y para la cual podemos 
computar la suma trivialmente. Supóngase 
que f(k) = l para cada entero k. ¿Qué es 
Y) /(k)? Este número es el resultado de agre- 
a 
gar La sí mismo n veces y la respuesta es cier- 
tamente a. Así, 


23.3 


Al 


ilsi 


a 


Por otra parte, la suma È 1es el resultado de 
Tn 


agregar | a sí mismo tantas veces como haya- 
mos reemplazado “k”, y que es tantas veces 
como enteros hay en el conjunto { m, m + l, 
m +2... ni Al contar los miembros de 
este conjunto vemos que 


23.4 -=m+l. 


Las fórmulas anteriores pueden ser usadas 
para justificar los pasos en la siguiente expre- 
sión: 

3 3 a El 
Se G+ s 23422 = 321+ 


Fa 


a 
22 k=3:34+21424+83)=21 
E 


Tendremos aplicaciones menos triviales. 


Algunas veces es conveniente escribir una 
suma mediante subsumas de la siguiente ma- 
nera: Supóngase que m, n y p son enteros y 
que m < n< p. Entonces el conjunto Ík - k 
es un entero y m £ k < p! es la unión de los 
conjuntos disjuntos | k : k es un entero ym < k 
Sn tylk:kesunenteroyan+1< kS pi. 
Vemos entonces que 


as Ero+ È m=-£10. 


7 1 
Por ejemplo, y ESNEA 
kml kuaa kml 
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Existe un último artificio común usado en 
conexión con la notación J, . Es posible cam- 
biar el conjunto de valores que reemplazamos 
sucesivamente sin cambiar la suma, suponien- 
do que también cambiamos la función apro- 
piadamente. Un ejemplo sencillo será suficien- 
te para indicar esta clase de manipulación. El 


A 3 
número J (k— 1) es igual a Y k (escrí- 
e E 


banse estas sumas si no se ve el por qué), y 
ñ 
estocsiguala 2) (j + 2). En general, 
E 


23.6 


A EN 
Z/WH= 2 JU- P, 
a mo 
porque ambas son justamente f(m) + fun + 1) 
+ fm 

Finalmente, el estudiante no debe memori- 
zar las seis fórmulas que aparecen en esta sec- 
ción. Debe usar, mejor, la notación Do lo su- 
ficiente como para que todas ellas se vuelvan 
operaciones obvias y naturales. 


Terminamos con un ejemplo sencillo de 

carácter un poco más complicado que indica 
algo sobre la utilidad de la notación J> . 
23.7 Ejemplo. Usamos los recursos anteriores 
para establecer la bien conocida fórmula para 
la suma de los n primeros números naturales, 
Empezamos por observar que 


Èt Y +24) De 
E E E 


y que por tanto, 


etp- De-n=2Ë n 
A a 
Ahora bien, una cuidadosa mirada a las dos pri- 
meras sumas (vuélvanse a ver las fórmulas 
23.5 y 23.6 si se desca) dehe convencernos que 
su diferencia es, precisamente, (2 + 1)? — l, 
ql 


porque lu primera suma es, justamente, Y £2, 
a 
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En consecuencia, 


+1 a=m+n=2 È k. 
E 


Así, > k=ina +1). 


Por ejemplo, la suma de los 100 primeros nú- 
meros naturales es 4 (100) (101) = (50) (101) 
= 5050. 

Existen, desde luego, muchas otras maneras 
de llegar al resultado que acabamos de obtener. 
Podemos, por ejemplo, probar por inducción 


que y k=” $ nin +1) como sigue. Sea A el 


E 
È p- t tD) 


conjunto $n: 
pd 


Debemos demostrar que todo número natural 
pertenece a A y este hecho establecerá el teo- 
rema. Empleamos el principio de inducción 
matemática y comprobamos que 1 € A, y que 
sim E A, entonces m + 1€ A, En primer 


ñ 
tugar, 1 C A porque Y k= LTD. En 
En 2 
seguida debemos mostrar que si m € 4, de mo- 
doque È p > "MED 
meieni 
Ésto es, debemos mostrar que 


(md Dm 14D 
A 


„entonces m + 1€ 4. 


mes 
pa k 
ri 
«el 
Pero Y k= Er (m +0, 
fa 
y si aplicamos el resultado de que m © 4, esto 


pp nt EI pa Pi Una encia mani 


pulación nos convence de que este último nû- 


mero EE y se deduce que m + 


1 € A. En consecuencia, A es inductivo, y 
hemos probado que cada número natural 7 


tiene la propiedad de que 35 k = 22 1 
E 
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PROBLEMAS 


3 


3 3 
23.1 Calcule di- 
cd A, APD 


rectamente y verifique que 
3 3 a 
kE) = k E. 
¿E, (EE 5, + k 2, 
4 A A 
232 Calcule 27 (3k + 24%), Do k,y 2, kthy verifique 
4 AA 
4 A 4 
qe +2 32442974 
E Y A 


4 a 
233 Calcule JO (21) — 1), DI k| y verifique 
kaz? km—2 


a 4 
que pan (214l = 0) = 2,2, | 7. 
£ B 4 
23.4 Catcul 2k — 1), j¡—D, 
tak 2 HD, 05 Dy Or 


5 3 
1) : observe directamente que J> (2k= 1) =D) (9 
E A 


4 
ay 2 (2r +1). ¿Puede explicar alguna razón 


para esta igualdad? 
23.5 Supóngase que m es un número natural. A partir de 


3 mim + 1) 
k= ———= de y 
È lemuestre que 20 


De) = F 2a + (m — 1)d) 


(Esta fórmula para ha suma de los mr primeros términos de 
una progresión aritmética se escribe frecuentemente así: 


at (atd) +(0+ 204 + (c+ (n 1)d) 


a+ 


300+(m- 00) 


CAP. 3 


23.6 Demuestre que si a es un número, » es un número 
diferente de | y n es un número natural, entonces 


Że- 


{Esta fórmula para la sama de los n primeros términos de 
una progresión geométrica se escribe frecuentemente así: 


aarp arit ami do. La 


al" 
LF 


comprobación de ta fórmula podría empezar con el examen 


23.7 Demuestre que para cada número a y para cada nú 


n 
mero d el conjunto a (a +ik — Da) = > (La + 
Si 


in —1)d) } <s inductivo. 


23.8 Demuestre que para cada número a y para cada nú- 
mero r diferente de L el conjunto 


q ALA esinductivo. 
ln Eo OA ends 
23.9 Observe que 


n i 
het By Aaa 1) Con oste 


ml 


resultado y el de pa (k + 1)? = p> F, demuestre que 


2 


le ¿nía + 12n + 1). 


23.10 Hemos obtenido fórmulas para È Ft A yA 
zi 


Trate de encontrar una fórmula para È p: 


CAPITULO 4 


El Plano Complejo 


Este capítulo está dedicado al estudio de a- 
quellas propiedades del espacio vectorial bidi- 
mensional, que no se extienden al espacio tridi- 
mensional, siendo el propósito fundamental el 
de definir y sacar provecho de una multiplica- 
ción de vectores bidimensionales. Empezamos 
el estudio considerando la solución de ecuacio- 
nes cuadráticas. Si a, b y c son números y a no 
es cero, entonces puede o no suceder, que haya 
un número x tal que ax? + bx + ¢ = 0. Por 
ejemplo, es fácil ver que no hay número x tal 
quex? + 1 = 0, aunque existe ciertamente un 
número x tal que x? — 1 = 0. Definimos una 
multiplicación para vectores bidimensionales 
tal que haya un vector bidimensional 4 con ta 
propiedad de que el vector suma de 4 ? y el ele- 
mento idéntico de la multiplicación sea el vector 
cero; en este sentido obtenemos una solucción 
de la ecuación x? + 1 =*0, Llamaremos los 
vectores bidimensionales “números complejos” 
y para hacer énfasis en la diferencia entre nú- 
meros y números complejos, llamamos “reales” 
a los números ordinarios. De esta suerte, ocu- 
rrirá que mientras no existen números reales 
x tales quex? + 1 = 0, hay números comple- 
jos con esta propiedad. (Acabamos de hacer 
una formulación más precisa de este hecho.) 

Después de estudiar las propiedades algebrai- 
cas y geométricas de los números complejos, 
dedicamos la última sección a una breve discu- 
sión de la posibilidad de definir la multiplica- 
ción en espacios vectoriales distintos del plano. 


Valdría la pena mencionar, al concluir, algo 
sobre la utilidad del álgebra de vectores bidi- 


mensionales, Hay una teoría matemática exten- 
sa y bella, denominada teoría de las funcio- 
nes complejas, que se basa en los números 
complejos. Esta teoría se originó, justamente 
como una creación matemática abstracta, 
más de medio siglo antes de que la corriente 
eléctrica alterna se generara por primera vez 
y mucho antes de que volara el primer acropla- 
no, Sin embargo resulta que la teoría de las 
funciones complejas es precisamente la herra- 
mienta matemática que se necesita para estu- 
diar la transmisión de la corriente alterna o 
para diseñar una cápsula para vuelos subsó- 
nicos. Hay otras aplicaciones igualmente sor- 
prendentes. 


24 ECUACIONES CUADRATICAS 


Nuestro primer problema es la solución de 
las ecuaciones cuadráticas. Esto es, intentamos 
hallar precisamente para cuáles números x es 
verdad que ax? + bx + c = 0, donde a, b y ¢ 
son números. Si a es 0, entonces el problema de 
hallar la solución es fácil, de modo que siempre 
supondremos que el coeficiente de x? no es 0. 

Demostraremos un teorema sencillo y hare- 
mos una aplicación simple de él. Podríamos 
decir que el objeto principal de la sección no es 
precisamente conocer y entender el teorema, si- 
no también entender y estar cn capacidad de 
aplicar el proceso mediante el cual se demues- 
tra el teorema. El lector, en resumen, debe ad- 
quirir alguna destreza en la resolución de ecua- 
ciones cuadráticas, tanto por medio del teorema 


BL 
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y de esta sección, como por medio del procedi- 
miento en que se fundamenta el teorema. 

La única idea que fundamenta la resolución 
de las ccuaciones cuadráticas es ésta: es fácil 
decidir cuáles son los números x tales que x? + 
2px + p? = q, si p y q son números cuales» 
quiera. La razón de esta facilidad radica en que 
x? + 2px + p? = (x + p)’, y los números x 
tales que (x + p)? = q pueden ser clasifica- 
dos como sigue: si q es positivo, entonces 
x + p debe serxg o — vq y, por tanto, debe 
ser —p+vqo  p— vq; siq es negativo, 
no habrá números* x tales que (x + p}? = q; 
y sig = 0, el único número tal que (x + p)? 
q es —p. El método para resolver otras ecua- 
ciones cuadráticas es ligeramente éste: obser- 
vemos cuidadosamente la ecuación 
(Do x px + p?=(x + py! 
€ intentemos, sin hacer esfuerzo, disponer la 
ecuación para scr resuelta de modo que se ajus- 
te a la anterior. Más precisamente, intentemos 
disponer la ecuación de modo que el miembro 
de la izquierda sea un “cuadrado perfecto” y el 
miembro de la derecha un número. Damos al- 
gunos ejemplos, 


24.1 Ejemplo. Nos piden haltar los números 
x tales que x? + 2x — | = 0, 0, lo que es lo. 
mismo. buscar el conjunto-solución de la ecuá- 
ción x? + 2x— | =0. Si x es tal número, en- 
tonces 

(2) 242 

Escribiendo x° + 2px + p? = {x + py, ve- 
mos que en el caso especial en que p = 1, tene- 
mos x? + 2x + 1 = (x + 1)? Sumando | a 
cada lado de la ecuación (2), obtenemos x? + 
2x 4+1 = 1+ I= 2. Entonces (x + 1)? = 2, 
x + 1 debe sery Zo —vZ y por tanto x debe 
ser igual a —l +v Zo —1 — vZ. Esto es, los 
únicos números x posibles tales que x? + 2x 
—l = 0 son—] + v To — l -vZ Usualmen- 
le abreviamos esto poniendo —1 + vZ No 


* Recuérdese que desde el principio la palabra “número”? 
se refiere aquí, como en todo el texto anterior, a lo que Ha- 
maremos más tarde número real. Veremos que hay un nú- 
mero vomplejo + tal que (x + p)? = q cuando q < 0 
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sabemos que esos números sean soluciones; 
solamente probamos que ellos son las posibles 
soluciones. Sin embargo, si x = —| +v% de- 


ducimos, sucesivamente, 


z+1= xy 
la +1*=2, 
2424 1=2, 
y, por tanto que x? + 2x— | =0, Así pues, 
—=1 +vY7 y —1 vT som soluciones y son 


las únicas. Esto es, el conjunto.solución es | -—1 
+v —l—vT!. 

El procedimiento empleado en el ejemplo 
precedente se llama frecuentemente método de 
“completar el cuadrado”. Quizá el procedi- 
miento se puede recordar así: si nos dan un nú- 
mero x? -+ (número) x, entonces el número que 
debe ser sumado para obtener un “cuadrado 


perfecto” os (Pámero)” 

24.2 Ejemplo. Necesitamos hallar aquellos 
números x tales que x? + 4x + 8 = 0. Si x es 
uno de tales números, entonces 


a tdr = —8 
e + de + (2) = 8 H (2)? 
(z +2) =-84+4= —4, 


Puesto que no hay números cuyo cuadrado 
sea —4, concluimos que no hay ningún número 
x tal que x? + 4x + 8 = 0. En otras palabras, 
no hay soluciones para la ecuación dada y el 
conjunto-solución es el conjunto vaci 
24.3 Ejemplo. Necesitamos hallar aquellos 
números x tales que x? + 6x + 9 = 0. Obser- 
vamos satisfechos que x? + óx + 9 = (x + 
3)?, y así el problema está en descubrir aque- 
los números x tales que (x + 3)? = 0. Pero 
la +3)? =0siysólosix+3=0, yx +3= 
O si y sólo si x es —3. De modo que —3 es la 
única solución de la ecuación y el conjunto-so- 
juciónes!—3 5, 

24.4 Ejemplo. Necesitamos encontrar aque- 
llos números x tales que 2x? -+ x — | = 0. Si 
xes uno de tales números, entonces 
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w +e = l, 
+ (z= 3, 
a+ (Ye + GY 24 (0, 
(+ Di= de, 
+i=i 0 4 y 
z=j o -L 


De esta suerte, } y —1 son las únicas solucio- 
nes posibles. Ahora podemos ver que esas son 
las soluciones observando que 2 (%2)? + (4) 
—I = 0y A-1* + (-1)— 1 = 0. El con- 
junto-solución es por tanto |4 , —1}. 
Finalmente, demostremos un teorema que 
satisface completamente el problema de resol- 
ver ecuaciones cuadráticas. 
24.5 Teorema. Consideremos los números a, 
b y e con a % 0. Entonces los números x tales 
que ax? + bx + c = 0 se pueden clasificar 
del modo siguiente: 


(i) si b? — 4ac > 0, entonces 


L b + yit dee 
o y Za 
P yE Ta 
ma w 
(li) si b? — 4ac = O, entonces z = — b/2a, 


y (i) sib? — 4ae < 0, 


entonces no existe tal número x. 


Demostración, Si x es un número Lal que ax? 
+ bx + c = 0, entonces 


az? + bx = —e, 
o as 
a 

by c b 

n+jat (a) iN 


Si b? — 4ac < 0, entonces, evidentemente, no 
existe tal número y la parte (ñi) queda demos- 
rada. Si b? —4ac = Q, entonces 
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bye b E 
+ =0 y 2= — 7 Además, en este 


2 2a 
caso, 
py b pie p 
e -2) + ida a 
— 82 4 dao 
da SN 


b ES 
de modo que —, es una solución, la cual prue- 


ba la parte (ii). Finalmente, si p? — 4ac > 0, 


entonces vemos que r +Š deve ser R 


BEET 
k -4 10 


de 4a? es 2a o —2a (según que a sea positivo o 


ENEE 
2a 


da? 


puesto que la raíz cuadrada 


negativo), vemos que r= 
Queda por demostrar que estos dos números 


son soluciones. Si 


tonces deducimos, sucesivámente, que: 
202 = —b + yb — dac, 
20x +b = + yD = das, 
(2ax + b)? = b? — 4ac, 
40? x? + dabr +b? = b? — 4ac, 
da? a? + dabr + 40c = 0, 
dalar? +br +€) = 0, 
y en consecuencia, 
ax? -+ bx +e = 
Damos un ejemplo que ilustre el uso del 
teorema. 
24.6 Ejemplo. (El mismo problema 24.4). De- 
seamos hallar aquellos números x tales que 2x * 
+ x 1 = 0. Este es un caso especial del teo- 
rema, donde a = 2, b = | ye =—l. Entonces 
b? dar = (1)? AL) (ED) = 1 +8 = 9. 
Este número cs positivo y por tanto hay dos 
soluciones que son: 


ba das — 1 NÓ 2143 
7 2a A 
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y por tanto x = $ y x = —1 son las solucio- 


nes. J 

Finalmente, damos una aplicación sencilla 
de estas ideas a un problema de física elemen- 
tal, precisamente para mostrar que las ecuacio- 
nes cuadráticas se presentan en partes distintas 
de la imaginación acalorada de los matemáti- 
cos. 
24.7 Aplicación. Es un hecho experimental 
que un objeto que cae partiendo de su estado 
de reposo lo hace a 16r? pies en 1 segundos (real- 
mente esto es verdadero sólo aproximadamen- 
te, bajo ciertas condiciones, etc.). Si un objeto 
es lanzado hacia arriba con una velocidad de 
64 pics por segundo, su altura al final de y se- 
gundos podría ser 64t pies, si la gravedad no 
existiera. La altura verdadera al final de £ se- 
gundos sería 64: — 161? (ordinariamente, la 
distancia alcanzada por el objeto menos la dis- 
tancia perdida). Suponiendo que éste es el 
caso, deseamos hallar a qué hora el objeto está 
a 48 pies por encima del suelo. Matemática- 
mente cl problema es sencillamente: ¿para qué 
números es 48 = 641— 1612? Transponiendo 
términos y dividiendo por 16 ¿para cuáles nú- 
meros t es cierto que 1? — 4t + 3 = 07 Reali- 
zando cálculos por medio del teorema previo, 
hallamos 


qe TENE NC 0) 
2 
4+ y16-12_4+2 
ES e 


de modo que 1 y 3 son las soluciones. Así, el 
objeto está 48 pies por encima del suelo des- 
pués de un segundo (cuando asciende) y, nue- 
vamente, después de 3 segundos (cuando cae). [| 


PROBLEMAS 
24.1 Resuclva las siguientes ecuaciones cuadráticas com- 


pletando el cuadrado y pruebe el resultado utilizando la 
fórmula cuadrática, 


(a) P-8:+16=0 (d) a+ 107+20=0 
W 242-12=0 (0) 2r+ór+1=0 
(O) PRO+0=0 (1 3-32 =0 
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24.2 Factorizar una expresión cuadrática significa escri- 
birla como un producto de dos expresiones líncales. Por 
cjemplo, la cxpresión cuadrática x? — 1 sc factoriza cs- 
eribiendo x? — t = {x — 1) {x + 1) puesto que x — | y 
x + l son ambos lineales 

Factorice cada una de las siguientes expresiones cua- 
dráticas. 


(a) 2470+12 (e) 
(b) 27+ 5r +6 (d) 


n+z-2 
2r? + 5r +3. 


24.3 Factorice x? — 5x 4 6 y use el resultado para de- 
mostrar directamente que x? — 5x + 6 = 0 si y sólo si 
x=20ox=3, 


3x— 14 =0 


24.4 Resuelva la ecuación cuadrática x? — 
por factorización. 

24.5 ¿Para qué número x es x? + 1 mínimo? ¿Para qué 
número z es 1 — z? máximo? Explique. 

24.6 La suma de dos números es 7 y su producto es $. Ha- 
lle los números. 

24.7 Si el precio de un huevo fuera 1 centavo más, enton- 
ces con $5.04 compraría una docena menos. ¿Cuál es el 
precio de los huevos? 

24.8 Demuestre que si b y e son múmeros, entonces, para 
algún número x,x? + bx + 0>0, 

24.9 Demuestre que si b? — ac > O, entonces, para algún 
número x, ar? + bx + e< 0 y, para algún número x, 
ax? tbx e>o 


24.10 Demuestre que si b? — 4ac< O, entonces, para todos 
los números x, ax? + bx + £ > 0, o para todos Jos nú- 
meros x, ax? + bx + e< 0. 


25 NUMEROS COMPLEJOS 


Volvemos nuevamente al problema de dar 
una “buena” definición de multiplicación de 
vectores. Hemos definido el producto escalar 
de un escalar por un vector, el cual da un vec- 
tor, pero no hemos definido la multiplicación 
de dos vectores la cual da como resultado un 
vector, En esta sección definimos tal multi- 
plicación para vectores bidimensionales, y ve- 
remos luego que esta multiplicación tiene 
aplicaciones interesantes en el problema de 
resolver ecuaciones. 

Desgraciadamente, hay un exceso de nota- 
ción en matemática. Los números complejos 
generalmente se denominan vectores bidimen- 
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sionales cuando haya necesidad de multipli- 
carlos. Damos la siguiente definición formal: 
25.1 Definición. Un número complejo es un 
vector bidimensional; esto es, un número com- 
plejo es un par ordenado de números. Un nú- 
mero real es un número. 

Es decir, lo que hemos llamado simplemente 
un número hasta ahora, se llamará un número 
real para distinguirlo de un número complejo. 

Así, (1, 2) es un número complejo mientras 

que 2 es un número real. La terminología es, 
desde luego, histórica; en los problemas relati- 
vos a la multiplicación escalar, un número se 
llama un escalar, y en los problemas relativos 
a lo que llamamos multiplicación de comple- 
jos, un número se llama un número real. El 
adjetivo “real” no supone que los números 
complejos no lo sean. Ahora aclaramos la con- 
fusión semántica. 
25.2 Definición. La parte real de un número 
complejo es su primera coordenada; la parte 
imaginaria de un número complejo es su se- 
gunda coordenada. 

Así, 2 es la parte real de (2, 3) y 3 es la parte 
imaginaria, (No se me pregunte cuál es la par- 
te imaginaria de 3.) En concordancia con esta 
interesante terminología, el eje de x se conoce 
generalmente como el eje real, y el eje de y 
como el eje imaginario, 

La manera corriente de escribir un número 
complejo es expresarlo como la suma de múl- 
tiplos escalares de dos números complejos 
particulares. Definimos: 

25.3 Definición. * / =(1,0)€ i = (0, 1) 

En otras palabras, f es el vector unitario 
sobre el eje de las x e ¡es el vector unitario so- 
bre el eje de las y. Si (a, b ) es un número com- 
plejo arbitrario, es evidente que (a, b) = 
a(l, 0) + 5(0, 1) = af + bi, donde la adición 
es la adición vectorial conocida. Recíproca» 
mente si e y d son números reales, entonces 
el + di = (c, d). Así, la parte real de cf + di 
es e y su parte imaginaria es d. Por ejemplo, 
la parte real de 27 + 7i es 2 y su parte imagi- 


* La letra “7” se representa en ingeniería como una “j ”. 
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naria es 7. Por otro lado, las partes real e ima- 
ginaria determinan el número; si la parte real 
de A es 4 y la parte imaginaria es 3, entonces 
A=% + 3i = (4,3). 

Todo lo referente a esta notación puede con- 
tribuir a oscurecer un poco nuestros conoci- 
mientos tan dificilmente adquiridos. Si dos 
números complejos son iguales, entonces sus 
partes reales (primeras coordenadas) son igua- 
les y sus partes imaginarias (segundas coorde- 
nadas) son iguales; y, reciprocamente, si las 
partes real e imaginaria de dos números com- 
plejos son iguales, entonces los números son 
iguales. Así, si x y y son números reales tales 
que 2x1 + yi = 41 —3i, entonces inferimos 
que x = 4 y y —-3, justamente como si 
hubiéramos hecho la misma inferencia de las 
proposiciones equivalentes, es decir, (2x, y) 
= (4, —3). Y 

Los números complejos están ya provistos 
de la operación de adición bajo la cual forman 
un grupo conmutativo. También tenemos la 
multiplicación escalar y nuestra próxima tarea 
es definir la multiplicación entre complejos. 
Hacemos esto de modo que Z sca el elemento 
idéntico para la multiplicación y que ¿> i 
25.4 Definición. El producto de los números 
complejos al + bi y cf + di, se define como 
(ac —bdH + (be + ad )i. De la misma ma- 
nera, (a, b) (e, d) = (ac — bd, be + ad). 

Podemos aplicar la definición directamente 
para ver que (1,0) (c, d) = (1:c—0:d,0-c 
+ 1- d) = (e, d), y por consiguiente IA = 4 
para cada número complejo 4. Además, i- í 
= (0,1)(0,1)=(0-0—1+1,1:040-l)= 
(1, 0) = —1. Las dos primeras condiciones 
del siguiente teorema quedan entonces esta- 
blecidas. Dejamos la correcta demostración 
de las condiciones restantes para los problemas 
al final de la sección. 


25.5 Teorema 
G) 74 = A para cada número complejo 
A 
üi) 7 Ta 
(iii) La multiplicación de complejos es con- 
mutativa, 
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(iv) La multiplicación de complejos es aso- 
ciativa, 

(v) La multiplicación de complejos es dis- 
tributiva respecto a la adición, y 

(vi) Si rys son escalares y A y B son 
números complejos, entonces (r4)(sB) 
= (rA B). 

Si tenemos presente los resultados enumera- 
dos en este teorema no necesitamos recordar 
la definición de multiplicación, porque pode- 
mos argúir que 


(al + bI + di) 

(al + bi)(cI) + (al + bòdi) 

(elal + bi) + (dí)lal + di) 

= (Día) + (DW) + (10 (al) + (di (0 
= (ca)UD) + (b)i) + (dad) + (2) (ii) 
= (ca — db) + (cb + da)i, 


4 


siendo las partes (v), (ii), (v), (vi) y (i), Gi) y 
(iii) las razones para' las igualdades sucesivas 
del teorema (la última igualdad se deduce di- 
rectamente de las propiedades conocidas de 
la multiplicación escalar). Es deseable que el 
estudiante siga este modelo para calcular los 
productos de números complejos. El siguiente 
cáleulo, por ejemplo, debe explicarse por sí 
mismo: (21 + 30 EL + 4) = — 2 + 
Shi 34 + 12i? = —2] + 8i —3i 121 = 
—141 + 5i 

Casi hemos logrado demostrar que los nú- 
meros complejos, junto con la adición vecto- 
rial y la multiplicación de complejos, forman 
un cuerpo. Si la palabra “número” se reem- 
plaza por “número complejo” en cada uno de 
los axiomas Al — AS, Mi — M4, D y AM, 
entonces los enunciados resultantes son ver- 
daderos. Todavía no hemos comprobado M5, 
es decir, la existencia del inverso multiplicati- 
vo para un número complejo diferente de cero 
lo cual no es dificil si observamos que (al + 
biMal — bi) = aF? — bèi? = (a+ b? yE 
Si al + bi % (0, 0), entonces a* + b? * 0y 
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por tanto (al + bi —Ñ (al —=b)|=14. 
dad 


Así, el inverso muliplicativo de af + bi, que 
es la respuesta a la pregunta “(af + bi) (0) 
» 1 
=1”,es —, — br 

Zn (al — bi). 

El lector no necesita recordar la fórmula 
para el inverso multiplicativo que acabamos 
de obtener. Es mucho mejor recordar el arti- 
ficio que da la fórmula. Así, podemos caleu- 


I 
lar; (2 +30 = EE 
21-3 _ U-3i U-3_ 
(I + DI — 30 i 3 
2; I+i 
1385 A 
(Ena l-3 1, 8, 
ETT DS a T e 


Hemos utilizado en lo que antecede el hecho de 
que el recíproco Jide F (la respuesta a la pre- 
gunta Z (?) = 1), es I, y, por consiguiente, A / 7 
= A para todo número complejo A 

El artificio que acabamos de usar para cal- 
cular cocientes tiene variantes y su utilidad 
justifica la siguiente definición. 

25.6 Definición. El conjugado del número com- 
plejo A = al 4- bi, simbolizado por 4; 40 
(al + bi Y; se define como al — bi. 

Así, el conjugado de 31 + 4i es 31 — 4i el 
conjugado de (2, —6) es (2, 6); el conjugado de 
¡es —i, y el conjugado de F es 7, En términos 
del conjugado de un número complejo. los re- 
sultados establecidos atrás los podemos vol- 
ver a escribir como sigue. 

25.7 Teorema. Sí A es un número complejo, 
entonces AA = |4|2f, y si 4 4 (0, 0), enton- 


1 
cs At = ¡A 


Finalmente, hay un asunto de notación que 
debe explicarse. Es costumbre en la discusión 
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de números complejos suprimir el símbolo “z” 
completamente, y, por ejemplo, escribir “(2, 
3)" o “2I + 3i” como “2 + 3i". En general, 
“al + bi” se abrevia como “a + bi”. Segui- 
remos esta convención en las secciones sucesi- 
vas. Sin embargo, no discutiremos sobre el 
hecho de que esta convención puede causar 
problemas. Se acostumbra escribir “(4, 0y” 
como “47 + Oi”, 0 “4 + 05”, o simplemente 
como “4”. Pero esto es inconsecuente; ¿si ès- 
cribimos “4” estamos refiriéndonos al número 
real 4 o al número complejo (4, 0)? Sólo pode- 
mos decir, no con mucha claridad, que el con- 
texto deberá mostrar claramente qué uso 
queremos significar: si decimos “el número 
complejo 4” queremos significar (4, 0), y el 
número real 4 es justamente 4. 


PROBLEMAS 


25.1 Halte en cada caso el número complejo X. 
(a) UA D+EX=(0,0)(0) Hiie Xx 
b) U+- =X A (+ dE = X. 
25.2 Halle en cada caso el número complejo Z. 
(8) (BT + 41)GB] — 4i) 
b) F — 6DQr + bi) 


() (t VIDNBI +0) 
a (1 - 13) (431 — 9) 


25.3 Halle en cada caso el número complejo Z. 


(a) (V 4 VIO (5r — V3) 
00) (N21 + Võin (yal — v2) = 2 


o (pt) 
r 


e GPG 


25.4 Encuentre en ceda caso el número complejo Z. 


© (31 y =1 


O CZI (zos A 


a) Z=] 


NUMEROS COMPLEJOS 87 


25.5 Encuentre en cada caso el número complejo Z. * 


1 


(a) B-DZ=i (b) 
(e) (a +bi)Z = (at 4 bhi. 


25.6 Roduzca cada una de las siguientes expresiones a 
la forma x + yi donde x y y son números reales. 


+ väi C-106+0 
Ora > g 
(0) pa 
TES 
l+i 


25,7 FactoriceZ*— | y luego halle en números complejos 
todas las soluciones de la ecuación Z+ -=l =0, 

25.8 Demuestre que la multiplicación de complejos es 
asociativa y que la multiplicación de complejos es distri- 
butiva respecto de la adición de complejos. 


25.9 Demuestre que si A y B son números complejos, en- 
tonces 


@ isa. 
o ABA. _ 
(Y ({A+B)=A+B , 


25.10 Demuestre que si A y B son números complejos y 8 


50, emonces 4 
B 


25.11 Considere las siguientes condiciones: 


(1) Para cada número complejo X exactamente uno 
de los siguientes enunciados es verdadero: X €P, —X EP, 
oX =0. 
(2) Si X y Y pertenecen a P, también pertenece X 

+YyAY. 

Demuestre que si P es cualquier conjunto de números 
complejos, entonces (1) es falso o (2) es falso. (Así los axio~ 
mas de orden fallan para tos números complejos.) 


25.42 Los puntos integrantes de un retículo bidimensional 
(Probleme 14.11) se llaman enteros Gaussianos. Su rela- 
ción con los números complejos es similar a la relación en- 
tre números enteros y reales. Demuestre que (con la adición 
y ta multiplicación de complejos) los enteros Gaussíanos 
satisfacen los axiomas Al — AS, MI — Má y D, poro 
no cl M5. 


* De aquí en adelante adoptaremos la convención descri- 
ta al final de la sección. 
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25.13 5es un número entero primo pero no un entero Gaus- 
siano primo. Halle enteros Gaussianos de la forma a + bi y 
€ + di (donde nia + bi ni e + di tengan valor absoluto 1) 
tales que (e + bi) (c + di = 5. 


26 INTERPRETACION GEOMETRICA 
DE LA MULTIPLICACION 


Los números complejos son vectores. La 
adición de números complejos es simplemente 
una adición vectorial, de la que conocemos 
bien su significado geométrico. También la 
multiplicación de números complejos tiene una 
útil e interesante interpretación geométrica; es- 
ta sección está dedicada a dicha interpretación. 
Empecemos por un lema respecto a la longitud. 
La longitud de un vector bidimensional (núme- 
ro complejo) se llama también “valor abso- 
Into”. 

26.1 Lema. Si 4 y B son números complejos, 
entonces |48] = |A| (Bl. 

Demostración. Si dejamos todo rigorismo y 
procedemos directamente, encontramos que, si 
A =a + biy B = c¢ 4 di, entonces 


|AB| = Jac — bd + (ad + be)il 
= Vae = bd) + (ad F bo) 

= (dE PA F dd ad 

CEF FEEF A 

CETE TI] 

= NTF ENTRES 


Si aceptamos la parte (b) del problema 25.9, 
que establece que el conjugado de un producto 
es el producto de los conjugados, y si recorda- 
mos que AF = |A|}, podemos construir una 
prueba menos burda. Razonamos: |AB|? = 
(ABXABY = ABAB = AABB = (4|?1B[2 
de donde 148| =14A]| |B|. 

Así, | (1 + 213 —i ) | puede ser calculado 
en dos formas. Directamente tenemos que] (1 
+208 — À] =13 +2 + (6—1)41=15 + Sil 
v57 4 57 = v30. Por otra parte, si hace- 
mos uso del lema anterior, podemos escribir que 


1411Bl. 


COMPLEJO CAP. 4 
[04 A) DI = 11424 13 il = 
VIE TY IFE TE Y 510 = y 50. 


Ahora examinamos la interpretación geomé- 
trica de la multiplicación desde el siguiente 
punto de vista. Consideremos la función que 
multiplica todo número complejo por un nú- 
mero complejo A, fijo, y tratemos de encontrar 
las propiedades de esta función. 

26.2 Teorema. Si 4 es un número complejo y 
Ma es la función definida por Ma(X) = 
para todo número complejo X, entonces Ma 
multiplica todas las distancias por | A}, en el 
sentido de que 


JMX) — Ma(Y) = JAJI — YI. 


Demostración. Vemos por la definición de Ma, 
quel Ma (X) — Ma (| =14X — AY|= 
l4(X— Y)| =/A]|X — YI. (La última igual- 
dad se deduce del lema 26.1.) |] 

Si U es un vector unitario (un número com- 
plejo de longitud uno), entonces la multiplica- 
ción por U conserva las distancias; esto €s, si 
|U! = 1, entonces] My (X) — My(Y)| 
| X— Y|. También es claro que My (0) = 
Así, la multiplicación por un vector unitario 
deja fijo a 0 y conserva las distancias. La figu- 
ra 26.1 muestra un esquema geométrico de 
un posible caso. Si X y Y son números comple- 
jos, entonces M y transforma el triángulo OXY 
en un triángulo congruente. Si UX está como 
se muestra en la figura 26.1, entonces existen 
exactamente dos posiciones posibles para UY, 
y éstas son los puntos 4 y 8 marcados en la fi- 
gura. Parece intuitivamente muy claro, en 

A 


Figura 26.1 


vista de estas consideraciones, que la multipli- 
cación por un vector unitario es una rotación 
del plano alrededor de O, o una rotación del 
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plano seguida de un “rebatimiento”. El resulta- 
do principal de esta sección es que la multipli- 
cación por un vector unitario produce precisa- 
mente una rotación a través de cierto ángulo 
sin “rebatimiento”. 

Aquí existe una dificultad que trataremos de 
minimizar. Necesitamos hablar de ángulos y 
de adición de ángulos. Nuestro primer propósi- 
to es simplemente encontrar una interpretación 
geométrica de la multiplicación de números 
complejos, y suponemos que el lector tiene un 
buen concepto intuitivo de la noción de ángulo 
y de su adición. Por consiguiente, procedamos 
de una manera más o menos informal, confian- 
do en el conocimiento intuitivo que posee el es- 
tudiante, Naturalmente esto tiene grandes des- 
ventajas; no es fácil esperar demostrar los 
teoremas sobre ángulos, sin definir previamente 
la noción de ángulo. Podemos solamente ase- 
gurarle al estudiante que, si hubiéramos defi- 
nido ángulos y adición de ángulos, entonces las 
demostraciones serían correctas. El hecho fun- 
damental está en que la multiplicación por un 
vector unitario conserva la distancia. 


Vectores en 
elángulo % 


Lado inicial 


Figura 26.2 

Para cada ángulo, por ejemplo, r /6 (radia- 
nes), podemos localizar su vértice en O y su lado 
inicial sobre el eje x. Marcamos el ángulo r /6 
en sentido contrario al movimiento de las ma- 
necillas del reloj. Todos los vectores situados 
sobre el lado final del ángulo están en el ángulo 
w/6 (véase la figura 26.2). Es evidente que dos 
vectores cualesquiera situados en el mismo án- 
gulo son múltiplos escalares positivos uno del 
otro, y que hay precisamente un solo vector 
unitario en cada ángulo dado. Los ángulos ne- 
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gativos se miden en el sentido de las manecillas 
del reloj, tal como, por ejemplo, — 1/2 está 
marcado en la figura 26.2, 

26.3 Definición, Para cada ángulo a el vector 
unitario en a, designado por Ufa), es el número 
complejo que está a una unidad de O y sobre el 
lado final del ángulo. 

Naturalmente, un vector complejo puede 

estar en varios ángulos diferentes; así, | está 
en O, pero también está en 6r, y en —2. Tam- 
bién es cierto que Ula + 27) = U(a — 27) = 
Ula + 4m) = Ula) para cualquier ángulo a. 
Ahora probemos: 
26.4 Teorema de la suma de argumentos". Si 
a y 8 son ángulos, entonces el producto del vec- 
tor unitario en æ por el vector unitario en $ es 
el vector unitario en œ + £; esto es, U( aJU 
(8) = UC a +8). 

Antes de proceder con la demostración vea- 
mos qué quiere decir el teorema. El número 
complejo Ule + 8) es el vector unitario en el 
ángulo a + 8, y a + £ es la suma del ángulo 
a y cl ángulo $. El teorema asegura que el nú- 
mero complejo Ula + 8) es precisamente el 
producto complejo de U(x) y U(S). Esto sugie- 
re un modo de multiplicar dos vectores uni 
rios con regla y compás: simplemente cons- 
truimos el ángulo del primer vector y el ángulo 
del segundo; el producto está localizado en la 
suma de ambos ángulos (véase la figura 26.3). 


UY_ y 


Figura 26,3 


*En trigonometría, Uie) suete escribirse como cos w 
+ isena, El teorema 26.4 establece, entonces, cosía + 
8) + isen (a + 8) = Ula + f) = UaU) = (cosa + 
i sen a) (cos 8 + ¡sen 8) = cos æ cos $ — sena sen 8 + 
sen æ cos 8 + cos æ sen 8). Así, costa + 8) = cosa cos $ 
— SB a Sen $ y senfa + 8) = Sen a cos A + cosa sen 6. 
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Demostración del teorema 26.4. La figura 26.4 
muestra los vectores Ufa) y U(8). La multipli- 
cación por el vector unitario U(8) transforma 
el triángulo con vértices en O, E y U(a) en un 
triángulo congruente con vértices en O, U(8), y 
U(6) Ula) puesto que la multiplicación por el 
vector unitario conserva la distancia (teorema 
26.2) y triángulos con lados respectivamente 
iguales son congruentes (el famoso teorema 
1. 1. 1. de la geometría plana). Por consiguiente, 
U(8)U(a) debe ser uno de los puntos C o D 
señalados en la figura. Los ángulos COB y 
BOD son ambos iguales al ángulo AOE (ele- 
mentos correspondientes de triángulos con- 
gruentes), y, por consiguiente, C = U(8 + a) 
y D = U(8 — a). Concluimos que U(8)U(a) 
es U(B — a) o U(8 + e). Podemos repetir el 


C=U(a+B) 


EXT 
NZ 


E=Ula-B) 


Figura 26.4 


argumento cambiando los papeles de æ y 8, y 
concluiremos que Ufa)U(8) es C = Ula + 8) 
o D = Ule — 8). Hemos probado, por consi- 
guiente, que U()U(8) = Ula + 8), o que 
U(Q)UIE) = Ule — 8) = U(8— a). Esta úl- 
tima posibilidad no ocurre en los ângulos par- 
ticulares que hemos mostrado en la figura 
26.4, y, este caso, U(aJU(8) = Ul + $). Sin 
embargo, sin referirnos a la figura, se puede 
mostrar que, si U(aJU(8) = Ule — 8) = 
U(8 — a) entonces Ula — 8) = Ule + 8), de 
modo que el teorema es correcto en cualquier 
caso. La prueba de este simple hecho aparecerá 
entre los problemas de esta sección. f 
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Es fácil ahora dar una interpretación geomé- 

trica de la multiplicación de vectores de longi- 
tud arbitraria. Si 4 y B son números complejos 
en los ángulos a y $ respectivamente, entonces 
los vectores unitarios (1/] 4 |) 4 y (1/ 181) 8 
están también en los ángulos «a: y 8 respecti- 
vamente. Por tanto, (1/14) 4 (1/18]) 8 = 
(1/ [AB 1) AB es un vector unitario en el ángulo 
œ + 8, y en consecuencia, 48 está en el ángu- 
lo æ + 8. Puesto que la distancia de O a AB 
es |A} |B}, la posición de 4B está completa- 
mente determinada. De este modo hemos de- 
mostrado: 
26.5 Teorema. Si un número complejo A está 
en un ángulo æ y un número complejo B está 
en un ángulo $, entonces el producto 4B está en 
el ángulo a + 8 y a una distancia] A| [8] de 
O. 

De este teorema podemos concluir que. si, 
por ejemplo, 4 está enr /4 y tiene 2 unidades 
de longitud, y B está en r / 6 y tiene 4 unidades 
de longitud, entonces AB está en (1/ 4 +7 / 6) 
= 51/12 y su longitud es de 8 unidades. 

Es interesante observar que podemos multi- 
plicar gráficamente números complejos con 
regla y compás. No es difícil, pero exige una 
construcción que no es familiar al estudiante. 
El problema es el siguiente: dados dos segmen- 
tos de recta y una longitud unitaria, ¿cómo po- 
demos construir un segmento de recta cuya lon- 
gitud sea el producto de las longitudes de los 
segmentos? En la figura 26.5 presentamos un 
bosquejo sencillo de esta construcción. Traza- 
mos dos rectas que se corten en un ángulo arbi- 


Figura 26.5 


trario en O. En una de las rectas señalamos, a 
una unidad de distancia de O, un punto C, y. 
después marcamos una de las longitudes, diga- 
mos s, de C a D. Sobre la otra recta marcamos 
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la segunda longitud, sea r, de O a A, y enton- 
ces trazamos una recta paralela a CA que pase 
por DÐ. Si esta recta intercepta a la que pasa por 
OA en B, entonces la longitud x de 4B es el 
producto de » y s. Podemos demostrarlo asf: 
como el triángulo AOC es semejante al trián- 
gulo BOD, sabemos que (x + »/(s + 1) = 
»/1. Por tanto, x + r = rs +r y en conse- 
cuencia x = rs. 

La figura 26.6 muestra una construcción con 
regla y compás del producto de dos complejos, 
Q +l + H = —3 + i, El producto está 
en la suma de los ángulos correspondientes a 
los factores, y la longitud del producto es el 
producto de las longitudes de los factores. 


PROBLEMAS 


26.1 El número complejo A está en m / 12 y su longitud es 
5; el número complejo B está en * / 3 y su longitud es 2 
¿En qué ángulo está 48 y cuál es la distancia de 48 a 0? 
26.2 El número complejo A está cn 37 2 y su longitud es 
VT; el número complejo 8 está en 3 y su longitud es Y 
¿En qué ángulo está 48 y cuál es la distancia de 48 a O? 
26.3 Construya con regla y compás los productos siguientes. 
0 0-01+) b) C+C 
CLETNES) (0440 
26.4 llastre con una gráfica que si œ es cualquier ángulo, 
entonces UC a) = Úl— a) 
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26.5 Ilustre con una gráfica que si ex es un ángulo cual- 
quiera, entonces Ula +7) = —Ula) 

26.6 Ilustre con una gráfica que si œ es un ángulo, en- 
tonces U (a) = U(—a)si y sólo si a =n-m para algún 
entero n. 

26.7 Demuestre que si æ y $ son ángulos, entonces 
Ula) U(8) = 1 si y sólo si Ula) = UCAN y Ula) UB) 
=—1siy sólosi U (a) = —U (8). 

26.8 Demuestre que si A y B son números complejos, en- 
tonces AB = Osiysólosi A = 00 8 = 0. 

26.9 Demuestre que si Z es un número complejo cualquie- 
ra, entonces |Z|=|2|. 

26.10 Demuestre que si Z es un número complejo, enton- 
ces Z está sobre el eje imaginario si y sólo si Z = — Z. 
26.11 Demuestre que si Z es un número complejo, enton- 
cos Z está sobre cl eje real si y sólo si Z = Z. 

26.12 Demuestre que si « y 8son ángulos cualesquiera, 
entonces 


Ula) 
ma ~ Uee 
UB) 
26.13 Dada la longitud unidad y una longitud |A] > 0, in- 
dique cómo construir ia longitud + /1.4] con regla y compás. 
26.14 Encuenire el conjunto de soluciones (en números 
complejos) de cada una de las ecuaciones siguientes: 


(9 Z:=2 
(02-344 
(9) Z22=-2-243  » 
26.15 Demuestre que si X, Y y Z son enteros Gaussia- 


nos (véase el problema 25.12) y |X]= | F |= 12154 0, cw 
tonces X + Y +Z 70. 


Figura 


26.6 
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27 POTENCIAS Y RAICES 


Esta sección es una continuación de la expo- 
sición iniciada en la anterior. Usando los teore- 
mas de dicha sección podremos calcular mejor 
las potencias de un número complejo; por ejem- 
plo, el cálculo de (1 — i)” será un trabajo de 
pocos minutos mucho más fácil que la engorro- 
sa multiplicación de (1 — ¿) por sí mismo 39 
veces. También nos interesan las raíces cuadra- 
das de los números complejos. Este análisis es 
preliminar a nuestras investigaciones posteriores 
sobre la solución de ecuaciones con coeficientes 
complejos. 

El primer teorema de la sección es muy sen- 
cillo. 

27.1 Teorema. Sir es un número real no nega- 
tivo y U es un vector unitario en el ángulo e, 
entonces [ri/(a)]? = PUR a), [ru = 
rua, y [1U(a))'= rt U(4a). 
Demostración. El hecho fundamental que nece- 
sitamos para la demostración es el teorema de 
la suma de argumentos, teorema 26.4. Asi, 
[rUo)]? = Ula) rula) = PUU) = 
r Ula + a) = Ua). 

También tenemos: 


PU = rUl)rUl)]? — rUla)riUQz) 
= PUU) = rUe + 2) = rruGa). 


Omitimos demostrar que 


[rula] = rU a). 


por ser muy dispendioso. |] 


Daremos unos cuantos ejemplos. El número 
complejo ¡es | U(x /2), y por lo tanto į? = 1? 
U(a) y puesto que V(r) = —1, i? = —1. Este 
resultado no es del todo sorprendente. También 
concluimos que ¿+ = [1U(7/2)}t = Y U{2 r) 
= 1, lo cual tampoco es sorprendente puesto 
que jt = iiè = (MED = 1 Podemos 
también usar el teorema para deducir que 


RU ("/6)} = 8U (1/2) = 8i, 


que 
BUG" = 3'U(128) = 810 (128). 
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Figura 27,1 


Tratemos de dar un ejemplo de una forma 
más complicada. Supongamos que se nos pide 
calcular (1 — *. Una mirada a la figura 
27.1 basta para convencernos de que | — į está 
en —r/4, y, que de hecho, 


1— i = y2U(—1/3). 


Por lo tanto 


U = ùt = (VBU (=r), 


y puesto que U(— rT) = —1, concluimos 
que (1 — ġà? = — 4. Verificamos esta igual- 
dad observando que 


(1 i)! = [(1 — ) 
(1-2 -l= 
Hay una dificultad que surge al aplicar este 
ieorema para números complejos arbitrarios. 
Podemos preguntar, por ejemplo, cómo aplicar 
el teorema para calcular (2 + 34)? No es di- 
fícil escribir 2 + 3í como el producto de un 
número real positivo por el vector unitario; en 
efecto.2 + 3i = |2 + 3d/(1/12 + 3/12 + 3i) 


yí 2+ >) 


13 
Ahora bien, para aplicar el teorema anterior 
necesitamos saber cuál es el ángulo «a tal que 


CEPET 
de = —4, 


Ula) = Z 


También debemos saber cómo encontrar las 
partes real e imaginaria de U(a) para un ángulo 
e: dado. La respuesta a estas dos preguntas es 
ésta: hay tablas, llamadas tablas trigonomé- 
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tricas que contienen las partes real c imaginaria 
de U(o) para varios ángulos æ. La parte real de 
Ufa) aparece como coseno a, y la parte ima- 
ginaria de U(«), como seno a. Las tablas com- 
prenden solamente los valores de ángulos desde 
0 a ”/4 por razones que el estudiante debe ser 
capaz de descubrir si está interesado en ello. 
No haremos uso de las tablas trigonométricas 
y, Como consecuencia, aplicaremos el teorema 
27.1 solamente para números complejos A = 
rU(o) para los cuales es muy fácil encontrar 
el ángulo a. 

Debe parecer muy normal al estudiante que 
el análogo al teorema 27.1 se aplique a las po- 
tencias mayores que 4. Así, 


a= a= [eE] - pavor, 


y puesto que la potencia 39 de un número es 
precisamente el producto del número consigo 
mismo 39 veces, aplicamos el teorema de la 
suma de argumentos 39 veces y deducimos que 


(1 — ¿9 = (JDYU((39) (—/4)). 

Escribiremos, 
30(—1/4) = (—40)(m/4) + 1/4 = 
(-5)r) + 7/2. 


Entonces, 
A = DP = (129U(—5:2% + 1/4) = (123% 
ES, LES] 239, > 
vea = a] = 21 +. 
(Nos apresuramos a aclarar que el artificio de 
escribir —39 como —40 + | fue enteramente 
innccesario, pero ahorró algún cálculo opera- 
torio, y el cálculo operatorio es notoriamente 
dispendioso.) 
27.2 Nota, Hay una generalización del teore- 
ma 27.1 que dice: Para todo número real r, 
todo ángulo «, y todo número natural n. es 
cierto que [rU (a))* = r"D(na). Este es el teo- 
rema de De Moivre. 


No hay gran dificultad en establecer el teore- 
ma de De Moivre por inducción matemática si 
utilizamos la propiedad A"?! = AA" para todo 
entero n no negativo. Procederíamos así: Sea 
B = |m m es un entero no negativo y 
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[rU (a)j" =r"U(ma)). Demostraríamos después 
que B es un conjunto inductivo; por tanto todo 
entero positivo pertenece a B, y puesto que n 
pertenece a B, podría concluirse que frU(a)J" = 
rU (na). 

No es difícil encontrar las raíces cuadradas 

de números complejos que están en un ángulo 
e. Damos un ejemplo que muestra completa- 
mente el método, 
27.3 Ejemplo. Tenemos que encontrar las raí- 
ces cuadradas de 2i; esto es, encontrar el nú- 
mero o números cuyo cuadrado es 2i Supon- 
gamos que rU(e), donde r es un número real 
no negativo y a es un ángulo, es un número cuyo 
cuadrado es 27. Entonces r? UQ a) = 2i = 
2U (1/2). Concluimos, tomando las longitudes 
de estos dos vectores, que r? = 2, y, puesto que 
res un número no negativo, r = vZ. Sabemos 
que UY(Q a) = U(=/2), pero esto no implica que 
2a = «x /2; sin embargo, podemos correcta- 
mente concluir que 2? & /2 + (algún múl- 
tiplo entero n de 27). Si 2a =x /2 + 127, 
entonces œ =w/4 + now. Si consideramos 
todos los posibles valores enteros de n, existen 
solamente dos valores pasibles de U(a), y es- 
tos son U(w /4) y U(5 a /4). Así VZU( 1/4) y 
V1U(5 */4) son las únicas raíces cuadradas 
posibles de 2/, y es fácil verificar que el cua- 
drado de cada una es 2, Una ojeada a la figura 
27.2 nos convence de que 


Uaa) = LES, 
y 
y. por tanto las únicas raíces cuadradas de 24 
son 1 + ¿ y —1—i No es sorprendente que 
una de ellas sea el opuesto de la otra. 


d 


Figura 27.2 


ss 
1 


da raíz cuadrada de 4 


(a) 


Figura 


Es fácil encontrar gráficamente las raíces 
cuadradas de un número complejo por medio de 
regla y compás; mostramos tal construcción en 
la figura 27.3, Es razonable que las dos raíces 
cuadradas de un número complejo que está en 
un ángulo £ scan 8/2 y > + 8/2, y que la lon- 
gitud de una raíz cuadrada de un número com- 
plejo sea la raíz cuadrada de la longitud del nú- 
mero. Es sencillo bisecar un ángulo con regla 
y compás, y en la parte (b) de la figura 27.3 
se muestra un método de construir la raíz cua- 
drada de un número |A] . La construcción es 
como siguc: ` 

La distancia |A | es EN y la longitud NJ es 
uno. Se traza una semicircunferencia por Ł 
con centro en M, punto medio de £J, y K es la 
intersección de la semicircunferencia y la per- 
pendicular levantada en N. Entonces KA tiene 
longitud v’ |A| - En líneas generales el razona- 
miento es así: El ángulo LKJ está inscrito en 
una semicircunferencia y, por tanto, es recto; 
tanto el ángulo NLK como el ángulo NKJ 
son complementos del ángulo LKN, y, por 
tanto, son iguales; los triángulos NLK y NKJ 
son, por consiguiente, semejantes; de donde, 
x/14l= 1/x: y. finalmente, x? = |A| 

Para terminar, damos un método para calcu- 
tar algebraicamente las raíces cuadradas d= un 
número complejo cuando se dan la parte real y 
la parte imaginaria. En la sección siguiente ne- 
cesitaremos este teorema. 

27.4 Teorema. Si x, y, a y b son números 
reales y (x + iy)? — a + bi, entonces 


o MEE VELET 
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2 
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Demostración. Si (x + y)? = a + bi, en- 


tonces x2— y? + 2xpi = a + bi, de donde 
x?— y? =a y 2xy = b. Observamos que 


IE + 90 = la + yil? = + y M la +d = 
ya EE; 

y tenemos 2+y=x7TP, 

y 


zya 


Si sumamos estas dos ecuaciones, obtenemos 


TFE 

EEN 
2 

si tas restamos encontramos que 


pa MERA y 


Hemos localizado las posibles raíces cuadra- 
das del número complejo a + bi excepto en lo 
que al signo se refiere. Decimos que dos nú- 
meros reales tienen el mismo signo cuando no 
sucede que uno de los números es positivo y el 
otro negativo. Si (x + pi? a + bi, en- 
tonces 2xy b y, por consiguiente, xy y b 
tienen el mismo signo. Este resultado, junto 
con los expuestos en el teorema anterior, des- 
criben ciertos números x y y para los cuales es 
posible que (x + iy)? a + bi. Ahora de- 
mostraremos que para estos números es indu- 
dablemente cierto que (x + iy)? = a + bi 
27.5 Teorema. Si x, y, a y b, son números 


reals si, FFAA 
2 


y 


p- ETE e, 
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y si b tiene el mismo signo que el producto xp, 
entonces (x + yi)? =a + bi. 

Demostración. Se debe mostrar que, bajo estas 
circunstancias, x? — y? = a y 2xy = b. Ahora 
bien, 


abia b 
TS 
Se deduce que 4x?y? = b? y por tanto |2xp| = 
bl. Finalmente, & y xy tienen el mismo signo, 
y se concluye que 2xy = b. Y 
Damos un ejemplo que muestra el uso de los 
dos últimos teoremas, 


27.6 Ejemplo. Encontrar las ruíces cuadradas 
de 3 — 4i. Si (x + yi)? = 3— 4], entonces de 
acuerdo al teorema 27.4, donde a = 3 y b = 
—4, tenemos 


ON 3 VA 
T 2 E 


Por tanto, x es 26 —2 y y es 16 —l. Si nos 
valemos del teorema 27.5, vemos que xy es ne- 
gativo (del mismo signo que —4). Las posibili- 
dades, entonces, son x = 2, y = —l o 
x=-—2 y =1.Estoes,2—iy —_2 +18 
son las raíces buscadas. Al verificar encontra- 
mos que (2 — Ñ)? = 4 — 4i + P = 4 hi 
—1=3—di, y que (2 +1)? =|[-Q= 
DP = Q- id? = 3 —Ai. 


PROBLEMAS 


27.1 Calcule (142 
27.2 Calcuk (—1 + i)” 
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7 
27.3 Calculo G + E; y luego calcule 


Ey 


ña 
7g 


w 
(- La ED ; 
222 

27.5 Exprese el número complejo Z = $ +4v3/ 2)i en la 
forma rULa) donde r es un número real no negativo y a 
es un ángulo; utilice el resultado para cocontrar las raices 
cuadradas de Z, 

27.6 Haga lo mismo que en el problema 27,5 con el número 
complejo —2/2— (W2/2 

27.7 Encuentre las raíces cuadradas de los números com- 
plejos siguientes 


w 
27.4 Calcule (- 9) y luego calcule 


12 — 5i 
—2 + 3i 


(a) 54 12 $) 
©) -1-2 (d) 


Verifique sus respuestas en (a) y (b) por medio de una 
construcción con regla y compás. 
27.8 Demuestre que si A es cualquier número complejo, 
hay a lo sumo, dos números complejos Z tales que Z* = 
tá i 
27.9 Demvestre que si fx) = ax? + bx + e donde a, b. 
y c. son números reales, y Z es un número complejo tal que 
KZ) = 0, entonces también es (Z) = 0, 
27.10 Demuestre que si flx) = ar! + bx! + ox +d 
donde a, b, e, y d son números reales, y Z es un número 
complejo tal que AZ) = 0, entonces también es IZ) = 0 
27.11 Dé un ejemplo de una función f 1al que fx) = Ax! 
+ Bx + C para números complejos A, B, y C tales que 
AO) = O pero i—i = Ai 740. 
27.12 Reemplace cada signo de interrogación por la expre- 
sión simplificada correcta. 


a) E-DE+D 
b) G- he tr+i) =? 

© G- ertr)? 
(d) = I(t Haa a 1) 
(@) G- krt rl)? 


27.43 Encuentre las soluciones de la ecuación Z° = 1. 
27.14 Encuentre cuatro soluciones a la ecuación Z* = 1 
y pruebe que no hay otras (en números complejos). 

27.15 Demuestre que si Z es un número complejo tal que 
Zs = I pero Z 7% 1, entonces Z' + Z? + Z? +Z +? 
=0 

27.16 Dé un ejemplo de un número complejo Z tal que 
12] = 1 pero para cualquier entero positivo z, Z" 56 1. 
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28 ECUACIONES COMPLEJAS 


Regresamos al problema de resolver ecuacio- 
nes cuadráticas. Hemos visto que, si a, b, y c son 
números reales con a = 0, entonces puede haber 
dos, uno, o ningún número real x tal que ax? 
+ bx + c = 0. En la terminología común, la 
ecuación ax? + bx + ¢ = 0 puede tener dos, 
una, o ninguna solución real. Si consideramos 
el problema correspondiente para números com- 
plejos, es obvio que el asunto es muy diferente. 
No hay número real x tal que x? + 1 = 0; pero 
ciertamente hay un número complejo į tal que 
1241 = 0, y — ¡es la otra solución compleja 
de la ecuación x? + 1 = 0. En esta sección 
investigaremos la posibilidad de encontrar las 
soluciones complejas de las ecuaciones. Tam- 
bién probaremos dos sencillos teoremas que 
indican la conveniencia de resolver ciertas ecua- 
ciones. 

En primer lugar consideremos el problema 
de encontrar números complejos x tales que 
ax? + bx + c = 0, donde a, b, y c son números 
reales con a 0. No repetiremos todos los ar- 
gumentos hechos en la sección 24, sino simple- 
mente aseguraremos que, usando el proceso de 
“completar el cuadrado”, se puede probar que 
ax? + bx +c = Qsi y sólo si 


PY b? — des 
(=+2) - ia 


De este hecho se deduce que existirá un número 
complejo x tal que ax? + bx + c = O si y sólo 
si hay un número complejo cuyo cuadrado sca 
(b? — 4ac)/4a?. Esto es sencillo. Si (b°? — 
dacifda? 2 0, entonces V(b?* — 4ac)/2a 
es dicho número; y si (b? — 4ac)/2a < 0, 


entonces 
vé 400)]]. 
Za 4 


es el número buscado puesto que 


[a -- 


(b? — 4a0)] 
da? 


y éste es (b? — 4ac)/ 4a? porque el último 
es negativo. Así, por ejemplo, podemos encon- 
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trar los números complejos x tales que x? + 
2x + 2 = 0, observando que estos números 
son precisamente los números x tales que x? + 


2x +1 = — 1,0, lo que es lo mismo, (x + 1)? 
= —1, Deducimos que x? + 2x + 2 = 0 si 
y sólo six + 1 = +2, 0 en forma equivalente, 
six = —I Æ 5 Así —l + ¿y —1 — ¿son las 


soluciones complejas de la ecuación x? + 2x + 
2 = 0, y esta ecuación no tiene soluciones reales. 
El argumento del párrafo anterior muestra 
que hay un número complejo x tal que ax? + 
bx + c = O cuando a, b, y c son números reales 
con a % 0, En otras palabras, una ecuación 
cuadrática con coeficientes reales tiene siempre 
soluciones complejas. Este es un resultado in- 
teresante, pero un teorema mucho más inte- 
resante es el que establece que una ecuación 
cuadrática con coeficientes complejos tiene 
siempre soluciones complejas. Informalmente 
podemos describir la situación como sigue: 
Hemos descubierto una nueva clase de números 
tales que toda ecuación cuadrática real puedo 
ser resuelta en términos de estos nuevos núme- 
ros. Surge ahora la necesidad de investigar sí 
toda ecuación cuadrática cuyos coeficientes 
pertenezcan a esta clase de números tiene solu- 
ción. Podríamos sospechar que una ecuación 
cuadrática compleja requeriría una nueva clase 
de números, digamos “números hiper-comple- 
jos”, para su solución; pero este no es el caso; 
probemos el teorema sobre el'cual hemos co- 
mentado ya tanto. 
28.1 Teorema. Sean a, b, y c números comple- 
jos, con a # 0; entonces ax? + bx4+c=0 
si y solamente si x = (—b + s)/2a, donde 
s? esiguala b?— 4ac. 

Antes de probar el teorema expliquemos algo 
la terminología que puede resultar confusa. La 
forma natural de enunciar el teorema anterior 
podría ser asegurando que (—b + —dac 
/2a son las soluciones de la ecuación, poro, des- 
afortunadamente no hemos definido VB? —4ac 
en el caso en que b? — 4ac no es un número 
real. Más aún, no existe un modo razonable 
para definir Vd si d no es un número real. 
Es fácil ver, por ejemplo, que t —¿y —1 + i 
son raíces cuadradas de —2¿ porque el cua- 
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drado de cualquiera de estos números es —2 f. 
Sin embargo, no tenemos modo de decidir in- 
equíivocamente cuál debe tomarse como Y —27. 
(Recordemos que en matemática un nombre 
se refiere a un solo objeto, y no indiscrimi- 
nadamente a uno cualquiera de los elementos 
de un conjunto -) Aclarada la terminología, pro- 
cedamos a la demostración del teorema. 
Demostración del teorema 28,1 La demostra- 
ción es una repetición de ideas ya conocidas. Es 
cierto que ax? + bx + e =0, donde x es un 
número complejo, si y sólo si 


LPY de 
?— Ba dal 
De aquí concluimos que ux? +óx+c=0 
si y solamente si 


es una raíz cuadrada de (b? — 4ac)/da?. 
Ahora, se concluye que el teorema es verda- 
dero puesto que las raíces cuadradas del cocien- 
te (b? — 4ac)/4a? son precisamente las raíces 
cuadradas de b ? — 4ac divididas por 2a. |] 


Es engorroso, pero no difícil calcular las raí- 
ces de una ecuación cuadrática compleja. De- 
mos un ejemplo. 

28,2 Ejemplo. Debemos encontrar los números 
complejos x tales que x? + (22 — 2i)x— 3 
+ 6i = 0. Usaremos, en lugar del teorema 
28.1, el procedimiento por el cual se estableció 
dicho teorema. Deducimos sucesivamente que 
x es una solución de la ecuación si y sólo si ca- 
da una de las expresiones siguientes es correcta: 


a? + (—2 — 2r = 3 — 6t; 


£ + (-2-20)0 + (==) 


2 
=3=6+ E 


-1-)=3-64+ (1-0) 
(01 P=3- 6414204; 


Eld=3-4i 
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Debemos encontrar ahora las raices cuadra- 
das de 3 — 4i. Por fortuna (y un poco de previ- 
sión) resulta que ya lo hicimos en el ejemplo 
27.6. Las raíces cuadradas de 3 — 4i son 2 — i 
y —2 + i En consecuencia, x? + (2 — 2x 
—3 + 61 = 0, si y sólo six —i —i = 2— i 
(y en este caso x = 3) o (—1=%= 
— 2 + ¿(caso en el cual x = — I +29. Na- 
turalmente, a no ser que el estudiante tenga 
mucha confianza en su habilidad operatoria, 
debe verificar que estos números son, en efecto, 
las soluciones de la ecuación; sin embargo, pa- 
rece no tener importancia efectuar este cálculo 
directo, 

Es oportuno preguntar si toda ecuación cúbi- 
ca compleja tiene una solución; esto es, si a, b. 
c, d son números complejos y a 54 0, ¿existe un 
número complejo x tal que ax? + bx? + cx + 
d = 0? Podríamos ser más optimistas aún y es- 
perar que ecuaciones más complicadas pertene- 
cientes a esta misma clase tengan solución, y 
que cualquier suma de múltiplos complejos de 
potencias enteras positivas de x (esto es, cual- 
quier polinomio en x) se anula para algún nú- 
mero complejo x. Es de notar que esta suposi- 
n se cumple, todo polinomio complejo tiene 
una raíz, Esta propiedad es llamada “el teorema 
fundamental del álgebra”. No probaremos este 
teorema pero queremos hacer hincapié en que 
su demostración requiere necesariamente el 
axioma de continuidad, y que el lector debe 
comprender por qué lo hacemos así. Puesto que 
nuestro método, al usar el axioma de continui- 
dad, es esbozarlo en la forma más sencilla, la 
prueba del teorema fundamental del álgebra 
está, simplemente, más allá de nuestro alcance. 

Concluimos esta sección con un solo teorema 
y Una consecuencia que ofrece alguna informa- 
ción sobre el por qué son interesantes las solu- 
ciones de las ecuaciones polinómicas. Expone- 
mos el teorema para funciones cuadráti 
pero esencialmente la misma prueba demuestra 
su veracidad para polinomios de cualquier 
grado 
28.3 Teorema del residuo. Scan b, c. y r nú- 
meros complejos y sea f una función tal que 
Jx) =x" + bx +c para cada número com- 
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plejo x. Entonces existe una función compleja* 
lineal g tal que f(x) = (x — rjg(x) + 40) para 
todo número complejo x. 

Demostración. Trataremos de explicar la de- 
mostración informalmente de tal manera que 
el estudiante pueda visualizar la generalización 
del teorema para polinomios cúbicos y otros 
polinomios de grado superior. Si sustraemos 
a(x — r) de Ax), obtenemos una expresión que 
es lineal en x; si sustraemos cl múltiplo çon- 
veniente de (x — r) del resultado, nos deshace- 
mos de todos los “términos x” y queda única: 
“mente un número, Esto es, x? 4 bx hc 
xæ — rì — (algún número) (x — r} = (un nú- 
mero). Llamaremos al último término el resi- 
duo R. Entonces fx) = x? + bx +e = 
{x — r) (función lincal de x) + R. Por tanto, 
Ar) = 0 (función lineal de 1) + R = R, y he- 
mos mostrado que R = A). I 

De este teorema se sigue inmediatamente 
que si z es una solución de la ecuación fx) = 
x? + bx + e = 0 (esto es, si f(r = 0), 
entonces x — r es un factor de x? + bx + c. 
Esta proposición se Hama el teorema del factor. 
Así, si fx) = x? —x — 42, y si somos lo su- 
ficientemente afortunados para observar que 
FO) = 49 — 7— 42 = 0, podemos deducir 
que x? — x — 42 = (x — 7) (una función lineal 
de x) para todo x. Naturalmente, el segundo 
factor es precisamente, x -+ 6. 

Usando sucesivamente el teorema fundamen- 
tal del álgebra y el teorema del factor, podemos 
demostrar que cualquier polinomio complejo 
es el producto de factores lineales. 
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28.1 Compruebe por cálculo directo que si x =3 o x = 
—1 + 2i, entonces x2 + (—2— Hx — 3 + 6i = 0. 

28.2 Resuelva para x y exprese su respuesta en la forma 
a + bi, donde ayb son números reales 


(0) 04 4130 
(b) e? 4 VI — Y =0 


* Esto es, una función g cuyo dominio es el conjunto de to- 
dos los números complejos y que para algunos números 
m y b del dominio, es cierto que g(x) = mx -+b para 
todo número complejo x. 
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()xi—x+1=0 
(d) x? mixt l =O 


28.3 Encuentre todos los números complejos Z tales que: 
Z +1=0. 


mZ+ 1-0 
28.4 Descomponga en factores lineales; 
(148 (b) axt+8l (o) xé — 64. 


28.5 Dado un número complejo r, encuentre las funciones 
potinómicas f. g, h. y q tales que: 

(a) 6 MA) = rt 

(0) w Mela) =x 1? 

(0) œ AA) =x* —r 4 

(d) (x— rigla) = x5 — r 


28.6 Scan b, c, y d números complejos y sea f una función 


tal que fix) = x3 + bx? + cx + d para todo número 


complejo x. Demuestre que si y es cualquier número com- 
plejo, entonces hay una función cuadrática compleja g tal 
que fx) = @ — Ago) +1) para todo número com- 
plejo x. 

28.7 Sean b, c d, y e números complejos y sea f una fun- 
ción tal que fx) = xt + bx? + ox? + dx + e paa 
todo número complejo x. Demuestre que si r es cualquier 
número complejo, entonces existe una función cúbica com- 
Pleja g tal que fò) = (c— rele) + Ar) para cada nú- 
mero complejo x. 

28.8 Sean b, e, d, e, y n números complejos y sea f una 
función tal que para cada número complejo x. fx) = x3 + 
bxs cr! + de? + ex +n. Demuestre que si r es cual- 
quier número complejo, existe una función bicuadrada 
compleja (cuarto grado) g, tal que para todo número com- 
plojox, fo) = @ — rJglo) + Ar). 

28.9 Scan b, c, d, e, y r números complejos y sca f una 
función tal que f(x) = x14 bxs ex? Hdx? H extr 
para cada número complejo x. Demuestre (teorema del 
factor para funciones de quinto grado) que existen nûme- 
ros complejos Zi, Za, Za, Za, y Zs, tales que jix) = 
ZO — Zi) — Z») (x— Za) ix — Zs) para cada 
nûmero complejo x. (Dé por sentado el teorema funda- 
memal del álgebra.) 

28.10 El conjunto de todas las parejas ordenadas de nú- 
meros racionales, con la adición y la multiplicación defini- 
das lo mismo que para los números complejos, se Hama 
cuerpo de los números Gaussianos. Demuestre que los 
axiomas Al — AS, MI — MS, D, y AM se cumplen en el 
cuerpo de los números Ganssianos. Demuestre, sin embar- 
£O, que na hay un número Gaussiano x tal que x? = 2. 


29 NUMEROS HIPERCOMPLEJOS 


Es muy natural intentar construir una mul- 
tiplicación vectorial para vectores tridimensio- 
nales, puesta que la multiplicación de vectores 
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bidimensionales tuvo tan buen éxito. Esta sec- 
ción está dedicada a algunos resultados sobre 
las posibles extensiones de la noción de multi- 
plicación vectorial en tres dimensiones, o en un 
número mayor de dimensiones. El bosquejo 
previo de esta sección no será utilizado en el 
trabajo posterior; se presenta para dar al lector 
una idea de la situación general y del importan- 
te papel desempeñado por los números comple- 
jos. Vale recordar que los resultados de esta 
sección han sido establecidos durante el siglo 
pasado, y, sin embargo, uno de los teoremas 
que citamos tiene menos de cuatro años. 

Una de las más recientes y más afortunadas 
extensiones de la multiplicación de vectores 
bidimensionales sc basa directamente en la 
construcción de la multiplicación compleja a 
partir de la multiplicación real. Un número 
complejo es una pareja ordenada de números 
reales. Generalizamos a continuación: 

29.1 Definición. Un cuaternio es una pareja 
ordenada de números complejos, 

Así, ((1, 2), B, 4A) y Q + i, 1 —¿ son cua- 
ternios, 

Bosquejaremos, sin definición formal ni de- 
mostración, algunas de las propiedades más 
sencillas de los cuaternios. Es natural extender 
la noción de adición conviniendo que la suma 
de los cuaternios (4, B) y (C. D} es (4 + 
C B + D} Así, (1,2), (3, 4) + (6, 6), 
(7, 8) = (C6, 8), (10, 12) y 1—14+D+ 
(014 2i — 5 + Ò = (8 +i —1 + 21) Los 
cuaternios forman un grupo conmutativo res- 
pecto a la operación de adición, aunque no pro- 
baremos este hecho. 

También extendemos la noción de multiplica- 
ción escalar definiendo el producto de un 
número complejo 4 por un cuaternio (B, C) 
como el cuaternio (4AB, AC). Todas las propice- 
dades de la multiplicación escalar (véase el 
problema 18,8) se extienden a la multiplicación 
de números complejos y cuaternios*. Defini- 


* El conjunto de los cuaternios es el único ejemplo que en- 
contraremos de un espacio vectorial complejo. Resulta 
siempre, que en aplicaciones tales como aquellas de inge- 
niería y física, estos espacios vectoriales complejos son más 
útiles que los reales. 
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mos, por analogía con la definición de i, el 
cuaternio j como ((0, 0), (1, 0)). Entonces el 
cuaternio (A, B) es igual a 4((l, 0), (0, 0) 
+ B((0, 0), (1, 0). Repetimos el convenio acep- 
tado en la discusión de los números complejos 
y abreviamos el último resultado como A + 
Bj. Así, cada cuaternio es la suma de un nú- 
mero complejo con el producto de un número 
complejo multiplicado por j; por ejemplo, (1 + 
2i, 4— 5i) se escribe como 1 + 2i + (4 — 5). 

Definimos el producto de dos cuaternjos de 
una manera ligeramente distinta a la definición 
de número complejo; trabajamos en un par de 
signos conjugados. 

29.2 Definición. Si 4, B, C, y D son núme- 
ros complejos, entonces (4 + BA) (C + Dj) = 
AC—BD + (4D + BÖ j. 

Esta definición se puede recordar fácilmente 
mediante la regla siguiente: Si A + Bj se mul- 
tiplica por € + Dj y si se acepta que la multi- 
plicación es distributiva a derecha e izquierda 
respecto a la adición, entonces (4 + Bj) 
(C + Dj) = AC + A(DD) + (BNC + (B) 
(Dj). Podemos obtener de aquí la expresión de- 
finida para el producto aceptando que la multi- 
plicación es asociativa, que jC = Čj. que 
jb = Dj, y que j? Dicho de otra ma- 
nera, “si se mueve j a través de un número 
complejo, se cambia el número por su conju- 
gado”. Apliquemos esta regla para calcular el 
producto de dos cuaternios. 


=—l 


(2-30) + (2 + DA +0 +(4- 304 
= (2 — 30040 + (2 — 304 3i)j + 
EJU i) H H iA — Bij 
= (5 — i) + (—1 — 18i)j + (2 +41) 
(1-04 (2 + 4)4 + 3)(—1) 
= (5 — i) + (1 18i) + (6 + 2) — 
{~4 + 22) 
= (9 — 230) + (5 — 16i)j. 


Somos los primeros en admitir que esta multi- 
plicación es tediosa. 
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Calcularemos el producto de dos cuaternios 
muy simples, jei (más exactamente, calcu- 
laremos el producto [(0 + 00) + (1 + 007 ] 
[CO + 1i + (0 + O'y ]). Este producto puede 
ser escrito. omitida una parte de ceros, como 
(1 + 0940 + 10) = (1 + 07) (0 — liy = 
— ij. Observamos que la multiplicación de 
cuaternios no es conmutativa. Por otra parte, 
es cierto que la adición y la multiplicación de 
cuaternios satisface los axiomas de cuerpo 
Al — AS, MI — M5, D, y AM, excepto para 
la conmutatividad de la multiplicación. No de- 
mostraremos estas conclusiones, sino que nos 
contentaremos con demostrar una simple pro- 
posición que nos indica cómo calcular el inverso 
multiplicativo de un cuaternio distinto de cero. 
29.3 Teorema. Si A y B son números com- 
plejos, entonces (A + BjMA — Bj) = (A— 
Bj) (A + Bj) = AÀ + BB. 

Demostración. Usamos la definición de multi- 
plicación de cuaternios en el caso especial en 
que C = Ā y D = — B. Calculamos: 


(A + BDA— Bj) = AA — BjBj + 
BjĀ — ABi = Al — BlBDj+ BĀj 
ABj AZ + BÈ + (BA — AB)Jj 

AĀ + BÈ. 


El cálculo del producto en orden inverso es se- 
mejante a éste. 

El teorema anterior indica cómo calcular el 
inverso multiplicativo de un cuaternio distinto 
de cero, Consideremos, por ejemplo, 


0=0+21+0+40. 


Sabemos por el teorema anterior que 


QI — 2) + (3 —40/] = (1 + 200 20) 
+0 + 40G Ai) =14+4 +94 16 = 30, 


Concluimos que 


t 2. 3 
6-5)+ 5-5) 


es el inverso multiplicativo de Q. 


El cuaternio A — Bj se llama el conjugado 
del cuaternio 4 + Bj. Esta clase de conjuga- 
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ción tiene algunas de las propiedades de la con- 
jugación de números complejos, pero, desafor- 
tunadamente, no todas. 

Dejemos los cuaternios y expongamos unos 
cuantos hechos sobre las posibles extensiones 
de este proceso. El conjunto de los cuaternios 
se llama “espacio real de dimensión cuatro” 
porque se requieren cuatro números reales 
para especificar un cuaternio, Vamos a consi- 
derar la clase de las parejas de cuaternios que 
podría llamarse real de dimensión ocho, Pode- 
mos definir la adición y la multiplicación por 
analogía con las definiciones de estas opera- 
ciones en los números complejos y en los cua- 
ternios. Se comprueba que el conjunto de axio- 
mas Al — A5, MI — M5, D, y AM se satisfa- 
cen, excepto que la multiplicación no es conmu- 
tativa ni asociativa. Este sistema algebraico de 
dimensión 8 fue estudiado primero por Cayley, 
y los elementos son llamados “números de 
Cayley”. Si intentamos continuar este proceso 
considerando parejas de números de Cayley, la 
situación degenera más aún; y se ha demostra- 
do que, para este sistema y para cualquier otro 
semejante, es cierto que no existen inversos 
multiplicativos. Este resultado es muy reciente. 
Es una consecuencia de teoremas establecidos 
dentro de los últimos años, independientemente, 
por John Miinor (Universidad de Princeton), 
M. Kervaire (Universidad de New York) y 
J. F. Adams (Universidad de Cambridge) co- 
mo culminación de una larga sucesión de inves- 
tigaciones geométricas iniciadas por H. Hopf 
(Eidgenössische Technische Hochschule, Zü- 
rich). 


Concluimos la sección con un bosquejo breve, para bene- 
ficio del estudiante inquieto, de la demostración de que 
no existe una multiplicación posible entre vectores tridi- 
mensionales tal que, con la adición vectorial, los axiomas 
AI—AS, MI—MS, D, y AM sea compatible y tal que la 
multiplicación escatar por el número real a sea idéntica ala 
multiplicación por el vector (a, 0, 0) 

Esto se prueba suponiendo que tal multiplicación existe 
y razonando por contradicción. El único hecho importante 
que hay que probar es: 

Para cada vector tridimensional 4. existen números rea- 
los a, b. y e, no todos cero, tales que at? + bA + 0(1,0,0) 
= (0,0,0). 
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Dado este hecho, argumentamos como sigue: No pue- 
de ser a = b = 0, porque entonces c sería igual a O, lo 
que es una contradicción. Si a = 0, pero b 7 0 »Éc, enton- 
ces A es un múltiplo escalar de (1, 0, 0). Si a0, entonces 
usamos el método de resolver ecuaciones cuadráticas para 
probar que A = d (1, 0,0) + eJ donde d y e son números 
reales y 7? = (—1) (1, 0, 0) = (1, 0, 0). Usando el argu- 
mento del teorema del factor mostramos que J y —J son 
los únicos vectores con cuadrados iguales a (—I, 0, 0), y 
se deduce que todo vector tridimensional es ígual a d (1, 
0,0) + el para algunos números reales d y e: pero el con- 
junto de sumas de múltiplos escalares de dos vectores tri- 
dimensionales es precisamente un plano, y no es idéntico 
a todo el espacio 3, lo cual es una contradicción. 

Finalmente, el hecho de que todo vector tridimensional 
A “satisface una ecuación cuadrática” se prueba conside- 
Tando los vectores A *, 4%, A, y (1, 0, 0). Es cierto (como 
mostraremos más tarde) que para cuatro vectores tridimen» 
sionales cunlesquiera, y, en particular, para éste, existen 
números reales a, b, c, y d, no todos cero, tales que a 4? + 
bA? + eA + d (1,0, 0) = (0,0, 0). Si a = 0, hemos ter- 
minado; de otro modo, reproducimos la demostración de 
que cualquier polinomio cúbico real puede ser descompuesto 
en factores lineales y cuadráticos para mostrar que A satis- 
face o una ecuación lineal o una ecuación cuadrática. 
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PROBLEMAS 


29.1 Sea Q = 2 4 3i + (4 — Siy y P = 
iy: calcule 


=i+0+ 


() Q +E; 
O P-O 


b) Q=A; 


(d QP; (e) PQ 


29.2 Calcule los productos escalares 


8) 1—D0 424443 
O) (1403 +2,44 30; 
ld) 0%+20(5—7,6+ SÀ). 


29.3 Demuestre que el conjugado de la suma de dos cuater- 
nios es igual ada suma de los conjugados, 

29,4 Demuestre que si Q = (ía, b), (c, d)) es un cuáter- 
nio, entonces QO = DQO = a? + b? 4 e? pd’ 

29.5 Demuestre que si Q y P son cuaternios, entonces 
QF 

29.6 La longitud det cuaternio (ta, b), (c, dì) está definida 
por (Ca, b) Cc, d)|= vE F EF ETF d Demuestre 


quesi Q y P son cuaternios, entonces|QP|— |Q] IPI, 


CAPITULO 5 


Productos Interiores 


En el capítulo precedente hemos visto que 
es imposible definir una buena multiplicación 
que asigne a cada pareja de vectores tridimen- 
sionales un vector tridimensional. Esto es, no 
podemos definir una multiplicación de modo 
que el espacio tridimensional con esta multi- 
plicación y con la adición vectorial satisfaga 
los axiomas de cuerpo, que al mismo tiempo, 
sea análoga a la multiplicación escalar. 

Hay, sin embargo, una multiplicación que 
es válida en el espacio tridimensional y, de he- 
cho, en un espacio vectorial n-dimensional, pa- 
ra todo número natural », que tiene muchas 
propiedades útiles. Esta multiplicación asigna 
a cada pareja de vectores un escalar, no un vec- 
tor, y este escalar se llama su producto interior, 
La perpendicularidad y otras nociones geomé- 
tricas serán definidas en términos del producto 
interior, y, más tarde, encontraremos que los 
productos interiores son valiosísimos en nues- 
tra investigación de geometría vectorial. 


30 PRODUCTOS INTERIORES 


En esta sección definimos el producto interior 
de dos vectores, establecemos las propiedades 
algebraicas de esta clase de multiplicación, y 
encontramos una interpretación geométrica 
para ella. 

30.1 Definición. El producto interior de dos 
vectores tridimensionales (e, b, e) y (x. y, 2), 
escrito (a, b, c)» (x, y, z), se define como ax + 
by + ez. En forma semejante el producto in- 
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terior de los vectores bidimensionales (a, b) y 
dx, y) es ax + by. 

Así, (2,5, D- B. 1,4 =2:34+35:1+ 
1-4 = 15y (—2, 3) (4, 1) =(-2):443 


El producto interior también se llama pro- 
ducto escalar. El producto escalar A * B de los 
vectores 4 y B es un escalar, no un vector. Así, 
un espacio vectorial con la operación - no satis- 
face el axioma de clausura. 

Hay tres propiedades algebraicas importan- 
tes del producto interior. 

30.2 Teorema. Si A, B, C son vectores y r 
es un número, entonces 


MD 4:B=B-4, 

Gi) AA- B) = (rA) -B = A - (rB), 

(iii) A- (B +C) = (A: B) + (4:0) y 
(B +C) A = (B-A) + (C'A). 


No probaremos estos enunciados puesto que 
es más fácil pedirle al lector que los demues- 
tre en los problemas de esta sección. El primer 
enunciado asegura que + es una operación 
conmutativa tal como, por ejemplo, (2, 3) + (4, 
7) = (4, 7) - (2, 3). El segundo enunciado es la 
relación entre el producto interior y la multipli- 
cación escalar. Esto asegura, por ejemplo, que 
los tres cálculos siguientes mos llevarán a la 
misma respuesta. 


XG. 4) (l, 2) = 23 1 + 42) = 
205) = —10. 
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(243, 49) (1, —2) = (6, 8) (1, —2) = 6-1 + 
SY = —10. 
6.9)-24,-2)=0,0:2-49=3:2+ 
44) = —10. 


La tercera parte del teorema asegura que el 
producto interior es distributivo respecto a la 
adición vectorial. 

Damos, además, ejemplos del uso del teore- 
ma. 

30.3 Ejemplos. Calculamos 

(—1,3, 1) + [(2,3,4) + (1, —4, 6) ] 
en dos formas: primero, usando únicamente 
las definiciones de adición vectorial y de pro- 
ducto interior: 


(—=1,3, 1) -[(2,3,4) + (1,—4,6) ] 
=(—1,3,1}-(3,—1, 10) 
IND + O) UD + (1) (10) 
= 3 e TE 


segundo, con el empleo del enunciado (iíi) del 
teorema anterior: 


(1.3, 1): [(2,3,4) + (1,4, 6) ] 

= (=l, 3, e 3,4 + (1. 3.1) ( 
—4, 6) 

=(2 +9 +4 +6 

wiret, 


Como otro ejemplo, podemos calcular el 
producto interior de dos vectores bidimensio- 
nales a(l, 3) y 5—1, 2), donde a y b son esca- 
lares. Usando las definiciones de multiplicación 
escalar y producto interior: 


[a(1, 3) ] - [61,2 ] = (a, 3a) « (—b, 2b) 
= —ab + 6ab = Sab. 


Alternativamente, con ayuda de la parte (i) 
del teorema 30.2: 


[a(1, 3] - [01,23] = al, 3) + 61, 2)! 
= a| b{—1. 2D): (1, 3)! 

abį{--1, + 0, 3) 

= ab[—1 +6] = Sab. |] 


Hay una simple, pero importante relación 
entre productos interiores y longitud. Observa- 
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mos que (a, b) - (a, b) = a? + b? =|(a. b)|? y 
que (a, b, c) (a,b e) = a? +b? tel 
Ka, b, c)l?. Esto establece el teorema siguiente. 
30.4 Teorema. Si A es un vector, entonces 
A A=|Al% 

Ahora, con el teorema 30.2 y el anterior, 
podemos obtener una descripción del producto 
interior A - B de dos vectores en términos de 
las longitudes |A], |B], y +A — Bl. Esto nos 
levará a una descripción geométrica de los 
productos interiores. 

30.5 Teorema. Si A y B son vectores, enton- 
ces 
[4 — B}? = |A|? +18? —24 -B; 
por iamo 
A-B = 4 (A|? +181* 14 — 815). 
Demostración. Simplemente calculamos; 


|A — B|? = (4 — B): (4 — B) 
= (A — B): A + (A — B) : (—B) 
= AA (BARA (—B) + 
(BD) (—B) 
=A- -A—B-A—A'B+B-B 
=| A|? +|B|?—24 - B. 


Las justificaciones para las igualdades sucesi- 
vas son los teoremas 30.4, 30.2 (iii), 30.2 (iii) 
nuevamente, 30.2 (iiy, y entonces 30.2 (i) y 
30.4. 

La interpretación geométrica del producto 
escalar depende de la ley del coseno* que, cuan- 
do se aplica (véase la figura 30.1) al triángulo 
con vértices O, 4, y B, nos dirá que 


|4 — BP? = |A|? + |B|? — 24] [B| cos y, 


B 
IBI 


1A—Bl 


Figura 30.1 


* Si no ha estudiado trigonometria, pase por alto este 
parágrafo y adelántese a la definición 30.6. El parágrafo se 
usa solamente para motivar la definición 
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donde + es el ángulo entre el vector 4 y el vec- 
tor B. Si comparamos esta ecuación con la que 
afirma el teorema 30.5, 

[4— B|? =/4|? +|B|?— 24 -B, 

concluimos que 4 + B = |A| |8|cos y. Así, el 
producto escalar de dos vectores es el producto 
de las longitudes por el coseno del ángulo in- 
cluido entre etlos. Puesto que y es un ángulo 
recto si y solamente si cos y = 0, y esto sucede 
si y sólo si A -B es0, llegamos a la siguiente 
definición. 
30.6 Definición. Dos vectores A y B son per- 
pendiculares u ortogonales, y lo escribimos 
A LB, si y solamente si el producto interior 
A- Bescero. 

Así, (—1, 2, 3) es perpendicular a (4, —1, 2) 
porque (—1, 2, 3) * (4, —1, 2} = —4 — 2 + 
6=0. 

Si 4 .L B, entonces todo múltiplo escalar de 
A también es perpendicular a B, porque (aA) - 
B=dlA ` B); y si A > B = 0, entonces (a4)- B 
es, por consiguiente, O. Generalizamos un poco; 
si A .L B. entonces todo múltiplo escalar de 4 
es perpendicular a cada múltiplo escalar de B. 
Como consecuencia, si L y M son rectas, en- 
tonces ocurre uno de estos dos casos: o todo 
vector-dirección de L es perpendicular a todo 
vector-dirección de M, o, ningún vector-di- 
rección de £ es perpendicular a algún vector- 
dirección de M. Damos la siguiente definición. 
30.7 Definición. Dos rectas son perpendicu- 
lares si y sólo si algún vector-dirección de la 
una es perpendicular a algún vector-dirección 
de la otra, 

Podríamos igualmente haber hecho la defi- 
nición exigiendo que todo vector-dirección de 
la una fuera perpendicular a todo vector-di- 
rección de la otra, en vista de las observaciones 
de la definición anterior, 

Hacemos una última observación sobre la 
definición de perpendicularidad. Los vectores 
A y B son perpendiculares, de acuerdo con el 
teorema 30.5, si y solamente si] A|? + |B|? = 
la — BI. 

Si X, Y, y Z son puntos distintos, entonces 
la recta que pasa por X y Y es perpendicular 
a la que pasa por Y y Z si y solamente si el vec- 
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tor X — Y es perpendicular al vector Y — Z. 
Estos dos hechos juntos nos llevan al siguiente 
teorema 

30.8 Teorema de Pitágoras. Si X, Y, y Z son 
puntos distintos, entonces la recta que pasa por 
X y Y es perpendicular a la que pasa por Y y 
Z si y sólo si |X — Y |? + |Y — žl? = X — 
zi. 


PROBLEMAS 


30.1 Calcule cada uno de los siguientes productos interio- 
res. 


(300,0: 

b) VIVE) > (ET) 
(© (12:80 

(a) (7,0) -(0, 8) 
(60:13 

(0 ED (1,2) 


30,2 Calcule cada uno de los siguientes productos interio- 
res, 


(a) (1,0, 2) + (4, 2,0) 
O 43,743) (13,43, 7) 
© (LDA D 


30.3 Scan A = {2, 3), B = (1, 4), y C = (3 —l), 
muestre por cálculo directo que 


(a) 4-4 =/4I? 

(b) A-B =B-A 

{c} a - B) = (7A) B 

(dy ABRO RA BHAC 


30,4 Sean A = (1, 2, 3), 8 = (3,2 —D,yC=(, 
—3, 5), muestre por cálculo directo que 


(a) 4-A=|A|? 
db) A:B=8B-4 
(©) HA + B) = (44) -B 


(0 (B+O0A= BARCA 


30.5 En cada uno de los casos que aparecen a continuación 
encuentre un vector X7 9 tal que A + X = 0, Esto es, en 
cuentre un vector X zé 0) perpendicular al vector dado 4 


(a) A = (0,1) 
(0) A= (072) 
(e) A =(—1,3) 
{d} A = (0,0) 
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30.6 En cada uno de los casos que aparecen a continuación 
encuentre un vector X>%0 tal que A - X = 0. Esto es, en- 
cuentre un vector X perpendicular al vector dado 4 


(2) 4=(2,3,5) 
(b) A = IATA 
O A = (1.1.0). 


30.7 Demuestre {teorema 30.2) que si 4, 8, y C son vesto- 
res y a es un nûmera, entonces 


(1) 4:B=B:A4 

(b) a(4 + B) =(04)-B 

©) A'B ACOS A BHA- CyB +C A = 

BACA. 
30.8 Dé un ejemplo de vectores 4, B, C tales que (4 - 8)C 
# (B: CA 
30.9 Demuestre que si 4 y 8 son vectores (ambos bidi- 
mensionales o ambos tridimensionales), entonces A L 8 
siy sélosi|A + B/=|4— Bl. 
30.10 Demuestre que en el espacio tridimensional el plano 
xy es | X: X es un vector tridimensional y X L (0,0, 1)3, 
30.11 Demuestre que si A y B son vectores, entonces 
JA + B| — |4 — B| = 44- B. 

30.12 Demuestre que si 4. B, y C son vectores bidimensio- 
nales, con 8 540 y C 40, pero tales que 8+ A = 8-C = 
O, entonces existe un escalar z tal que Æ = rC. Dé yn ejer 
plo para mostrar que el resultado no se cumple en el espa- 
cio tridimensional. 
30.13 Muestre que si U, X y Y son vectores y U es per- 
pendicular tanto a X como a Y, entonces U es perpendice- 
lar a X + sY para todo escalar y y s. 
30.14 Sea U un vector fijo y sea f una función definida por 
AX) = X + U para todo vector X, Pruebe que KX + sY) 
= IX) + SAY) para todos los vectores X y Y y todos 
los escalares 7 y s. 
30,15 Muestre que las diagonales de un rombo son per- 
pendiculares. (Un rombo es un faralelogramo cuyos cua- 
tro lados tienen longitudes iguales. Aceptamos que el vector 
0 es un vértice del rambo.) 
30.16 Muestre que la mediana de un triángulo isósceles 
que pasa por el punto de intersección de los lados iguales 
es perpendicular al tercer lado, (Aceptamos que el punto 
de intersección es el vector cero.) 
30.17 Muestre que cualquier ángulo inscrito en una semi- 
circunferencia es recto. 


31 DESCOMPOSICION ORTOGONAL 


Frecuentemente es útil expresar un vector ar- 
bitrario como la suma de dos vectores perpendi- 
culares, uno de los cuales tiene un sentido y una 
dirección dados. Esta sección está dedicada a 
mostrar que tal descomposición es siempre po- 
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sible y establece unas pocas de las muchas con- 
secuencias de este hecho. 

Supongamos que U es un vector unitario y 
A un vector arbitrario; el problema consiste 
en descomponer 4 en un vector paralelo a U 
(esto es, un múltiplo escalar de U ) y un vector 
perpendicular a Ų (véase la figura 31.1), Parece 
aceptable que siempre es posible llevar a cabo 
esta clase de descomposición y que en el plano 
(figura 31.1) se puede hacer una construcción 
con regla y compás. Se baja una perpendicular 
desde A a la recta que pasa por O y U; si Bes 


c A 


I 
I 
l 
1 
4 
L 


AA 


Figura 31.1 


el pie de esta perpendicular, entonces el vector 
B es un vector paralelo a U. El segmento OC 
se construye paralelo y de igual longitud que 
BA; así, C = A — B. Es claro que A = B + 
C y que B_LC. A es la suma de un vector para- 
lelo a U y un vector perpendicular a U. 

Damos un ejemplo para mostrar cómo se 

puede aplicar esta construcción con regla y com- 
pás. 
31.1 Ejemplo. Un aeroplano debe dirigirse ha- 
cia un aeropuerto que está en la dirección 420 
al este del norte. Desafortunadamente en el 
preciso momento en que el piloto va a fijar su 
tuta, se distrae mirando a la cabincra que se 
sube la media, y parte en la dirección 24” al este 
del norte. Si el aeroplano vuela a 600 millas por 
hora ¿a qué velocidad se está alejando de la ruta 
correcta? A los cuatro minutos el piloto vuelve 
de su Extasis y se da cuenta del error cometido. 
¿Qué distancia se había alejado de la ruta? 

La figura 31.2 muestra la velocidad vectorial 
del aeroplano y la dirección de la ruta correcta. 
La componente de la velocidad, perpendicular 
a la ruta correcta, se encuentra gráficamente. 
Si leemos en la gráfica, aparece que la velocidad 
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perpendicular a la ruta correcta es aproxima- 
damente 185 millas por hora. Como conclusión, 


y > 


Figura 31.2 


al final de los cuatro minutos el aeroplano está 
aproximadamente a (185) (4/60) = 124 millas 
de la ruta, 

Consideremos el problema algebraico de des- 

componer un vector 4 como suma de un vector 
paralelo a un vector %0 y un vector perpen- 
dicular a U. Desafortunadamente nos hemos 
descuidado en definir la noción de paralelismo 
entre vectores. 
31.2 Definición. Dos vectores son paralelos si 
uno de ellos es un múltiplo escalar del otro. Dos 
rectas son paralelas si un vector-dirección de la 
una es paralelo a algún vector-dirección de la 
otra. 

Así, (1, —2) es paralelo a (—2, 4) y el vector 

cero es paralelo a todo vector, Si A y U son 
vectores paralelos y ninguno es 0, entonces 4 
es múltiplo escalar de U, y U es múltiplo escalar 
de A (¿por qué?). Si A es paralelo a U y U*0, 
entonces 4 es múltiplo escalar de U, porque si 
U = rá, entonces r = 0 porque U #0 y, por lo 
tanto, A = (1/1) U. 
31.3 Teorema sobre la descomposición ortogo- 
nal. Si U y A son vectores y U no es 0, entonces 
existen dos vectores Únicos Ay y Ap tales que 
Apv es paralelo a U y Ap es perpendicular a 
UYA = Ay + Áp. 


A 
De hecho, do AY y Ar=4— Av. 
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Demostración. Empecemos por demostrar que, 
si A = B + C. donde B es paralelo a U y Ces 


(40) 
un” 
Puesto que se ha supuesto que B es paralelo a 
U y U 0, existe un escalar y tal que B = rU; 
así que, A = rU + C. Por consiguiente, A - U 
= (rU + C) U =r(U-U) + (0-0). Pero C- 
U es 0 porque C es perpendicular a U; por tanto, 


perpendicular a Y, entonces B = 


t RT (4-0) 
Además, C=A-B=4-= TT U. 
$ (4-0) 40 
Esto prueba que TU U yA U0 U 


son los dos únicos vectores posibles, que son, 
respectivamente, paralelo y perpendicular a Y, 
y que tienen como suma a 4. Debemos, no obs- 
tante, mostrar que estos son, respectivamente, 


paralelo y perpendicular a U. Pero a D U es 


(4-0) 


claramente paralelo a U, y U-(A — ¿Gp 


0) 


31.4 Definición. Si U es un vector no nulo, y 
(4-0) 

un” 
es la componente de 4 paralela a U, y A — 


5 U es la componente de A perpendicular 


A es un vector arbitrario, entonces 


ad. 
Así, la componente de (2,1) paralela a (3, —4) 
es 
(2, 0-6, —4) 
(3, —4)- (3, —4) 


2 6 —8 
70-9= (è 5) 


8, 4) = 
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y la componente perpendicular a (3, —4) es 


21) ~ (š 

Si U es un vector unitario, entonces la compo- 
nente de un vector Æ paralela a U es precisa- 
mente (A U) U. Esta sencilla conclusión se 
usa tan frecuentemente que la estableceremos 
como teorema. 
31.5 Teorema. Si U es un vector unitario, en- 
tonces la componente de un vector A, paralelo 
a U, es (A+ U)U, y la componente perpen- 
dicular a U es A— (AU) U 

Concluimos con una aplicación de las nocio- 
nes tratadas en esta sección a problemas mate- 
máticos que fueron muy difíciles en otro tiempo. 
Empezamos por observar que, si U 0, enton- 
ces la componente de un vector 4 paralela a U 
cs perpendicular a la componente de A que cs 
perpendicular a U; por tanto, aplicamos el ieo- 
rema de Pitágoras y concluimos el siguiente 
teorema. 
31.6 Teorema. Si A y U son vectores, U %0, y 
Si A y es la componente de 4 paralela a U, y 
Ap cs la componente de A perpendicular a U, 
entonces |A|? = Avl? + Apl? 


Deducimos de lo anterior que, si U 4 0, en- 
tonces An] < A], y que Av] = JA] si y sólo si 
Ápes el vector nulo, Ahora bien, A = Ay + 
Ap, y, por tanto, la igualdad ocurre si y sólo si 
A = Ay, y esta última tiene lugar si y sólo si 4 
es paralelo a U. Entonces concluimos que 


y esta igualdad ocurre si y solamente si U y A 
son paralelos. Si escribimos la desigualdad en 
la forma |A > U| <|4) |UÍ, podemos eludir la 
suposición que U >* 0, porque si U = 0, enron- 
ces|4 + UI = 0 =| A| |U}, y U es paralelo a A 
31.7 Teorema. (Desigualdad de Cauchy-Sch- 
wartz). Si U y A son vectores, entonces | A - U| 
SJALU, y la - Ul = JA) |U] si y solamente 
si A y U son paralelos. 
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Ahora deduciremos una propiedad de las de 
longitudes de vectores que ya fue aceptada sin 
demostración. 

31.8 Teorema. Si A y U son vectores, enton- 
ces|4 + U| SIAI + IUl. 

Demostración. Bosquejemos la demostración, 
dejando que el lector idee la música para ir con 
el siguiente poema. 


|A + U| < |A| +10, 
lA + U} s (al + IU 
A-A + 2(4:0) + UUS 

IAI? + 2/4] 101 + (01 

ER | 


PROBLEMAS 


31.1 Encuentre las componentes paralela y perpendicu- 
lar a (0, 1) del vector (6, 7) y muestre que (6, 7) es la suma 
de estas componentes. 

31.2 Encuentre las componentes paralela y perpendicular 
a (1,v3) del vector (6, 7) y muestre que (6, 7) es la suma de 
csas componentes. 

31.3 Encuentre las componentes paralela y perpendicular 
2 (1,0, 0) del vector (3, 2, —1) y muestre que (3, 2, —1) es 
la suma de esas componentes. 

31.4 Encuentre las componentes paralela y perpendicular 
a (1, —1,V) del vector (3, 2, —1) y muestre que (3, 2, — 1) 
es la suma de estas componentes. 

31.5 Encuentre las componentes paralela y perpendicular 
a (1/V2, 1/V7) del vector (7, e) y muestre que (m,e) es la 
suma de estas componentes. 

31.6 Encuentre un escalar + y un vector V tales que (6, 7) 
=r (3,3) +YyV.L (5,3. 

31.7 Encuentre un escalar r y un vector V tales que (sr, e) 
= r(—5, 3) + Vy V L(—5, 3) 

31.8 Un aeroplano debe dirigirse a un aeropuerto que está 
en la dirección 14° al este del sur. Sin embargo, por razones 
que no daremos aquí, el piloto parte en la dirección 32° al 
este del sur, Si el aeroplano vucla a 400 millas por hora, ¿a 
qué velocidad se aleja de su ruta? ¿Cuánto se ha apartado 
de su ruta el aeroplano al cabo de tres minutos? (Resuélvalo 
por una construcción con regla y compás, y, si puede, veri- 
fíquelo por trigonometria.) 

31.9 Sc aplica una fuerza de 100 libras en la dirección 22° 
al norte del este. Encuentre las componentes de esta fuerza 
en las direcciones este y norte. (Resuélvalo por una cons- 
trucción con regla y compás, y, si puede, verifiquelo por 
trigonometría.) 
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31.10 Muestre que si A, B y U son vectores, U 74 O, y A y 
B son paralelos a U, entonces A es paralelo a B. 

31.11 Muestre que si los vectores A y B son paralelos al 
vector U, entonces para todo y y s escalares, 14 + sA es 
paralelo a Y 

31.12 Muestre que si U, V y W son vectores bidimensia- 
nales y si V 74 0, V LU y Y LW, entonces U es paralelo 
aw. 

31.13 Sea Q una recta en el espacio bidimensional con vec- 
tor-dirección U. Sea V un vector tal que Y æ Qy V LU. 
Muestre que para algún escalar r, rV EQ. 

31.14 Sea Q una recta en el espacio bidimensional. Sea 
A un vector que ni es cero ni es un vector-dirección de Q. 
Muestre que, para algún escalar r, rA EQ. 

31.15 Pruebe que si 4 y R son dos rectas en el espacio bi- 
dimensional y Z N R es vacía, entonces £ es paralela a R 
Esto es, muestre que dos rectas que no se intersectan son 
paralelas. (Seguramente este es un estado de cosas desca- 
ble!) 

31.16 Sea U un vector unitario. Definimos una función f 
tal que (A) = (U + X)U. ¿Cuál es el codominio de f, y pa- 
ra qué vectores X es AX) = 0? Muestre que para todo X 
y Y vectores, y para todo 7 y s escalares, JUX + sY) = 
AX + AN 

31.17 Sea f la función definida en el problema anterior. 
Definimos una función g tal que gX) = X — AX)para 
todos los vectores A”. ¿Cuál es el codominio de g y para 
cuáles vectores X es g(X) = 0? Demuestre que para todo 
X y Y vectores y para todo y y s escalares, g(rX + sY) = 
200 + e). 

31.18 Dada la recta | rU: r cs un escalar } y dado un punto 
C, descompóngase C en las componentes paralela y per- 
pendicular a U. y mediante el teorema de Pitágoras, O de 
otro modo, muestre que el punto de la recta más cercano 
aC es la componente de C paralela a U. 


32 CONJUNTOS ORTONORMALES 


Hemos visto que si U es un vector no nulo y 
A Un vector arbitrario, entonces 4 es la suma 
de ta componente de 4 en la dirección de U y 
la componente de A perpendicular a U. Es na- 
tural intentar extender este proceso. Suponga- 
mos que U y Y son vectores distintos del vector 
cero y que U L V. ¿Existe un vector arbitrario 
A, suma de su componente paralela a U, con su 
componente paralela a V, y con un vector que 
sea perpendicular tanto a U como a V? Geo- 
métricamente esto parece verdadero (véase la 
figura 32.1), y esta circunstancia hace que se 
pueda establecer fácilmente el método que es 
una extensión obvia del artificio usado en el 
caso de un vector. 


Figura 32.1 


32.1 Teorema. Sean U y V vectores distintos 
del vector cero con Y L Y, y sea A un vector 
trario. Entonces A €s el vector suma de la 
componente de 4 paralela a U, con la compo- 
nente paralela a V, y con un vector M que es 
perpendicular a ambos U y V. Además, esta 
representación es única, porque si A = aU + 
bV + M, donde a y b son escalares y M es 
perpendicular a U y a V, entonces 


(A-U) _(4:V) 


wo rn » Ms 
(A-U) (4-1) 
77377 TH” 


Demostración. Empezamos probando el se- 
gundo enunciado del teorema. Si A = aU + 
bV -+ M, donde M es perpendicular a U y a V, 
entonces tomando productos escalares con U 
y recordando que U + V = Qy U-M=0, ve- 
mos que A- U = alU -Uj + 8V - U) + 


(AU), Un argu- 
(00) 


(V) 
Pr 


M- U =a(U U). Así a 


mento semejante muestra que b = 


segundo enunciado del teorema se verifica, Pa- 
ra probar el primer enunciado del teorema de- 
bemos mostrar que 


4-40 p_ av 
M=A wU a 
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es perpendicular a los vectores U y V. Usamos 
el hecho de que U +: V =0 para ver que 


(4-0) 


MU = AU GU 
(AY) 
ZA (V: U) = (4:U) — (4:U) = 0. 


Un argumento semejante muestra que M1 V. |] 
Damos un solo ejemplo numérico. 

2 Ejemplo. Los vectores U = (2, 2, 1) y 
= (1, —2, 2) son perpendiculares y se nos 

dE escribir A = (3, —6, 0) como la suma de 

un múltiplo escalar de £/ con un múltiplo esca- 

lar de Y y con un vector perpendicular a los 

vectores U y V. Calculamos: 


G. -6,0) (2,2, 1) A 
Tor- 220021 +20 


UU 


AY, 8-600, -22n ana 
77d a 90 > 


15 
EN (1, —2, 2) = ža -2,2). 


Por lo tanto la componente de A perpendicular 
a los vectores U y V es 


8-6,0 - 370,231- 


5 
Za, -2,2) 
E 
-4 -8 
1-3 B2) +50, -22+ (5337) 


es la descomposición que se pide. Naturalmente 
uno verificaría que (8/3, —4/3, —8/3) es en 
verdad perpendicular a los vectores U y Y, pero 
dejamos esto al lecior. 

El lector observador probablemente habrá 
sospechado que un teorema más fuerte que et 
32.1 es verdadero para vectores en el plano. 
Si U y V son vectores bidimensionales, distin- 
tos de cero y perpendiculares, parece muy pro- 
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bable que un vector M que es perpendicular a 
ambos deba ser el vector cero. Probemos que 
este es el caso, 

32.3 Lema. Si (a, b) 5 (0, 0) y (c, d) es per- 
pendicular a (a, b), entonces (c, d) es paralelo a 
To, a). 

Demostración. La hipótesis dice que (a, bj- (c, 
d} = ac + bd = 0. Vamos a suponer que a Y 
0. Entonces c = (—b/ad. y lc, d) = ( (—b/a) 
d, d) = dja (—b, a), y (e, d) es por consiguien- 
te paralelo a (—ġ, a). Si a = O entonces b * 0, 
y la misma clase de argumento muestra que 
lc. d) =—<c/bí—b, a). | 

32.4 Teorema. Si U y V son vectores bidimen- 
sionates ortogonales aistintos de cero, entonces 
0 es el único vector que es perpendicular a los 
vectores U y V. Así cada vector bidimensional 
es la suma de su componente paralela al vector 
U con su componente paralela a! vector V. 
Demostración. Supongamos que M cs perpen- 
dicular a ambos U y V, y supongamos que U 
= (a, b). Entonces los vectores M y V son per- 
pendiculares a (a, b) y en vista del lema, ambos 
son paralelos al vector (—b, a) distinto de cero 
y como consecuencia paralelos entre sí. Así M 
es a la vez paralelo y perpendicular a V y es por 
lo tanto el vector O (las componentes de M a la 
vez paralelo y perpendicular a Y deben ser 0). I 

Hemos observado que la fórmula para la 
componente de un vector paralelo a un vector 
unitario es particularmente simple. Los con- 
juntos de vectores mutuamente ortogonales y 
unitarios tienen un nombre especial 
32.5 Definición. Un conjunto de vectores es 
ortonormal si y solamente si cada uno de los 
elementos del conjunto es un vector unitario y 
dos elementos cualesquiera del conjunto son 
perpendiculares. 

Así, 1(4/5, 3/5), (3/5, —4/5) t es un conjun- 
to ortonormal pero ninguno de los conjuntos 
L(4, 3) (B, —8)) y 1(4/5, 3/5), B/S, 4/5) 
es ortonormal, 

El teorema 32. 4 tiene un corolario muy útil 
acerca de conjuntos de dos vectores bidimensio- 
nales, 

32.6 Teorema. Si | U, Vi es un conjunto de 
vectores bidimensionales ortonormal y A es 
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un vector bidimensional arbitrario, entonces 
A=(A-UJU +(4:VY. 

Un resultado análogo es verdadero para el 

espacio vectorial tridimensional. No probare- 
mos este hecho ahora, porque se deducirá más 
fácilmente de las últimas consideraciones, Sin 
embargo dejamos establecido, para referen- 
cia, el siguiente teorema. 
32.7 Teorema. Si | U, V, W | es un conjunto 
de vectores tridimensionales ortonormal y A 
es un vector tridimensional arbitrario, enton- 
ces 4 = (4: UJU + (4-V)V + (4 w) 
W. 

En otras palabras, cada vector tridimensio- 
nal es la suma de sus componentes paralelas 
a tres vectores mutuamente perpendiculares. 
En el ejemplo siguiente verificamos un caso es- 
pecial de esta proposición. 

32.8 Ejemplos. Los vectores U = (2/3, 2/3, 
1/3), Y = (1/3, —2/3, 2/3), y W = (2/3, 
—1/3. —2/3) son ortonormales. Se nos pide 
encontrar las componentes de 4 = (3, 0, —9) 
que sean paralelas a Y, V y W y verificar que 
su suma es 4. Al hacer los cálculos tenemos: 


(4:U)U 


[i 
— 
a 
o 
l 
e 
E 
Em 


A 


333 


(4-DJU + (4: VIV + (4:-W)W 
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-2—5+10 —2+10 -8 
3 y 3 4 
— 10 


1) 
3 


=(3,0,—9). | 


Las componentes de un vector que son paras 
lelas a los elementos de un conjunto ortonormal 
reciben algunas veces el nombre de coordena- 
das del vector con respecto a este conjunto. 
Si (U, V, W) es una terna ordenada de vecto- 
res unitarios en tres dimensiones, mutuamente 
perpendiculares y si 4 = aU + bV + cW. se 
dice algunas veces que la terna (a, b, e) es el 
vector coordenado de A con respecto a (U, V, 
W). No usarcmos esta terminología. Sin em- 
bargo queremos probar el hecho sorprendente 
que el producto interior puede ser calculado en 
forma completamente natural con las compo- 
nentes de los vectores con respecto a cualquier 
conjunto ortonormal. 

32.9 Teorema. Si | U, Y, W) es un conjunto 
ortonormal y si A = 4U + bV +cWyB= 
rU + sV +41, entonces A+ B = ar + bs + 
ct. 

Demostración. La demostración es precisamen- 
te una aplicación de las propiedades de los pro- 
ductos escalares. Así, 


A'B = (aU + bV + eW) (rU +8V +W) 


= ar(U: U) + as(U-V) + aiU W) 


+ (VU) + bV Y) + 
DEV -W) 


+or(W-U) +co(W-V) + 
(WW). 


Puesto que | Y, V, W | es ortonormal, 
UU=VV=WW=1 
UV=UW=V-W=0. 


Aplicando estos hechos a la ecuación anterior 
se muestra que A-B=ar+bs+ct |] 


SEC. 33 


Damos un ejemplo sencillo que verifica un 
caso especial del teorema. 
32.10 Ejemplo. Supongamos que Y = (5/13, 
12/13 Y = (12/13, 5/13 4 = 13U — 
26V y B = 13U + 13V. El conjunto { U, V | 
es ortonormał y se nos pide calcular A - B por 
medio de la definición de producto interior y 
por medio del teorema precedente. Por el teo- 
rema anterior, A - B = (13) (13) + (26) 


(13) = 1691 — 2) = —169. Directamente: 
A =18U — 28V 
= 13(3/13, 12/13) — 26(— 12/13, 5/13) 
= (5, 12) — (—24, 10) = (29, 2), 
y 
B = 13U + 13V 
= 13(5/13, 12/13) + 13(— 12/13, 5/13) 
= (5, 12) + (12, 5) = (-7, 17). 
Por tanto, 
A- B = (29, 2) : (7,17) = —203 + 34 = 
—169, 


PROBLEMAS 


32.1 Muestre que U = (1/ VI 1/ VD) y V= (1 /VZ, 
1/ Y 72 son vectores unitarios perpendiculares y encuentre 
ay b (números reales ) tales que (3,—7) = aU + bV. 


32.2 Muestre que U = (v3/2, 1/2, M, Y - 1/2. 
V 372, 0), y W = (0, 0, 1) son vectores unitarios mutua- 
mente perpendiculares (esto es, UL V. U 1, W.y V L W). 
y encuentre los escalares a, b, y e tales que (5, 7, 3) = aU 
+OK + eW. 


32.3 ¿Cuáles de los conjuntos siguientes son artonormales? 


(2) 10,0,0,0) 
(b) ja 9,0, -1)} 
to LUANE =11YD, (VE 1D) 


(d) 10,0, 10), (1, 0)) 


32.4 ¡Cuáles de tos conjuntos siguientes son ortonormales” 


(2) LCL, 0, 0), (0, 1,0), (0,0, 1)3 
(b) t(1,0,0), (0, 1, 0), (0,0, —1)) 
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t) (y3/2,12,0), (2142, E 0), 0,0, D} 
ta UB LANS, =1 W3), (18, = 
1443, 1443), (1/43,1/83, 1V5) 


32.5 Sea U = (2/7, 3/7, 6/7). Verifique que U - U = 
1 y encuentre los vectores V y W tales que LU, Y, W | sea 
un conjunto orionormal, 

32.6 Sea U = (1/ 43, 1/ 13 1/ s). Verifique que 
U + U = | y encuentre los vectores V y W tales que | U, 
Y. Ww [sea un conjunto ortonormal. 

32.7 Pruebe que si | Y, Y | es un conjunto ortonormal y 
A =at +cVyB = bU + dV donde a, b. ¢ y d son es- 
calares, entonces 4 + B = ab + cd. 

32.8 Demuestre que no existe un conjunto ortonormal de 
Ires vectores en el espacio de dimensión dos. 


32.9 Demuestre sin utilizar el teorema 32.7 que si | U, Y, 
H | es un conjunto ortonormal de vectores, entonces un 
vector arbitrario A es la sama de sus componentes para- 
Jelas a U, a Y y a W, con un vector M tal que M es perpen- 
dicular « cada ano de los vectores Y, Y, y W. 
32.10 Demuestre, utilizando el teorema 32.7, que no existe 
un conjunto ortonormal de cuatro vectores en el espacio 
de dimensión tres. 
32.41 Sea | U, Y | un conjunto ortonormal de vectores 
bidimensionales, y para cada vector bidimensional A' sea 
TIX) = {UX VOX). 
, 
(a) ¿Cuál es cl codominio de T, y para qué vectores 
XTX) = 
(b) Muestre que TX + sY) = T(X) + sT(Y) 
para todo vector X. para todo vector Y y para todo 
r y s escalares, 
(e) Para todo 7 y s escalares sca S(r, 3) = rU + Y. 
Muestre que para todo vector X, SITIX 1) = X 
y que, para todo escalar r ys, T(Str, 5) = (r,s) 


33 PRODUCTOS INTERIORES EN El ESPACIO 
n-DIMENSIONAL 


No hay absolutamente ninguna dificultad 
en extender la noción de producto interior al 
n-espacio. Todos los teoremas de las tres sec- 
ciones anteriores, excepto los teoremas (32.3, 
32.4, 32.6 y 32.7) donde la suposición de 
dimensionalidad, 2 ó 3, es parte de la hipótesis, 
son igualmente válidos para un n-espacio. En 
esta sección esbozamos brevemente la situación 
para vectores n-dimensionales, dejando muchas 
de las demostraciones al lector. 
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33.1 Definición. El producto interior X + Y 
de lós vectores n-dimensionales X y Y es 


AV + XYa A Xn Yn = pa XY so 
m1 


AGI p 39-01-12) = 
6-4= 


= id 


Nuestra primera tarea es establecer las pro- 
piedades algebraicas del producto interior. 


33,2 Teorema. Si A, B y C son vectores n- 
dimensionales y z es un escalar, entonces 


G) A-B = B'A, 
Gi) 1(4:B) = (14):B = A- (rB), 
Gi) A- (B + C) = (A-B) + (4-0), y (B + 
C)-A = (B-A) + (CA). 
Demostraremos que 4 
+ (4-0) 
A-(B +0) = 2 4B + Or 


-B +C) = (4-8) 


porla 


definición de producto interior, y (8 + ©), 
= B, + Cy, para cada númerd natural k 
con 1 $ k < n, por la definición de adición 


Èa 


vectorial. Por lo tanto A'(B + C) = 


S 
(Bi + C.) que es È (ABr + 441) porque 


la multiplicación de números es distributiva 
con respecto a la adición. Pero por una pro- 
piedad de la notación de Y) , sabemos que 


E, MiB + 40) E AB D AC 
A A a 


y esto es (A - B) + (4: C) por la definición de 
producto interior. |] 


La relación entre el producto interior y la 
longitud de un vector es, como en el caso de 
vectores bi y tridimensionales, completamente 


trivial. Así, A-A = 2 Ards = |A|. 
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Con esta relación el resto es fácil, Los demás 
teoremas de la sección 30, todos los de la sec- 
ción 31, y el primero de la sección 32 dependen 
precisamente de las propiedades algebraicas 
dadas en el teorema 33.2 y del simple hecho 
que A - A = | A| ?. Así vemos sin esfuerzo la 
relación entre producto interior y longitud: 
la — Bl? = |A| + |B|? —24 - B. De aquí 
y de la definición de ortogonalidad, se deduce 
el teorema de Pitágoras. La definición de vec- 
tores paralelos es exactamente la de antes: 
dos vectores son paralelos si uno de ellos es 
un múltiplo escalar del otro. Si U es un vector 
n-dimensional, U »* 0, entonces un vector ar- 
bitrario A puede ser descompuesto en sus com- 
ponentes paralela y perpendicular a U, y 
esta descomposición es única. Este hecho tiene 
la misma consecuencia para un m-espacio 
que para espacios de dimensión 2 y dimensión 
3. Así, si A y B son vectores n- dimensionales, 
entonces ¡A-B] < |A| |B|, y la igualdad se 
cumple si y sólo si 4 y B son paralelos; y siem- 
pre es cierto que |A + B| < 14] + HBl. 

El teorema 32.1 también es cierto para un 
n-espacio. De hecho, un enunciado más general 
se cumple para todo a-espacio para todo núme- 
ro natural n, y nosotros debemos tanto enun- 
ciarlo como probarlo. Es importante, y en esta 
sección demostraremos algo de él. 

33,3 Teorema. Sca | Ut, Va... U+} un con- 
junto ortonormal de z vectores de 'un n-es- 
pacio, sea A un vector n-dimensional arbitra- 


rio, y sea M = A — }, (A-U)Ur. Entonces 
fi 


para cada número natural f, M es perpendi- 
cular a U;con 1 Si <r. 


Asi A es la suma de sus componentes para- 
lelas a los vectores U 1, Uz,...., U+ con un vec- 
tor M que es perpendicular a uno de estos. 
Demostración. Vemos que M MU; = 


È UUU a- È 


Ki 


(4 - 


(A Us) (Uy Us). Obsérvese que, como 
ÍU 1, Uz..... U, ) es un conjunto ortonormal, 


SEC. 34 


U, ' Ux = 0, a no ser que i = k, y que U; - 
U: = 1. Por lo tanto, 
È UD (UE) (AU) WU) + (A 
E 
U) (UU) + +0: 4 (4:09 (0,0) 

= (A-U) (UU) = A Us 
De donde 


MU¡=(4:0)-— Y (AU) 


a 


(UU) = (4-U)-(4-UJ=0 I 


Existe un teorema de unicidad, cuya demos- 
tración, dejamos al lector. 
33.4 Teorema. Supongamosi U 1, U»,..., Up) 
es un conjunto ortonormal de vectores y que 


A= 


L aU + M 


donde a1, az, 
a 


Ya, 
son escalares y M es perpendicular a U, para 
cada número natural £, con E< k < r. Enton- 
cesa, = AU, para cada k. 

Finalmente, nos acercamos cautelosamente 
a la pregunta de cuántos vectores unitarios mu- 
tuamente perpendiculares puede haber en un 
n-espacio, El lector, indudablemente, ha adivi- 
nado la respuesta: Precisamente n. Exponemos 
sin demostración el teorema siguiente que será 
una consecuencia de las últimas discusiones. 
33.5 Teorema. Supongamos que $ es un con- 
junto ortonormal de y vectores de un n-espacio. 
Entonces existe un vector diferente de cero que 
es perpendicular a cada elemento de S si y sólo 
sir< n. 


34 RECTAS EN EL ESPACIO BIDIMENSIONAL 


La maquinaria algebraica de los productos 
interiores facilita describir las rectas en el plano 
en una forma nueva y útil. Hay dos formas 
muy comunes de describir un conjunto £ de 
puntos. Puede suceder que £ sea el codominio 
de una función. Así una recta es el codominio 
de una función X, donde X (r) = 4 + 1U, y 
U es un vector distinto de cero. Por otra parte, 
L puede ser el conjunto de puntos en los cuales 
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una función f toma el valor O, Encontraremos 
una descripción de una recta en el espacio de 
dimensión dos que sea de esta última clase. 

Revisemos brevemente los hechos que ne- 
cesitamos. Un conjunto Ł es una recta si exis- 
ten vectores A y U, con U # 0, tal que £ = 
LA + tU: r es un escalar). Un vector es un 
vector-dirección de £ si es la diferencia de dos 
elementos distintos de L, Cada vector-direc- 
ción de L es un múltiplo escalar diferente de 
cero, dei vector €/ y todo múltiplo es un vector- 
dirección. 

El otro hecho que necesitamos es éste: Si 
(r, s) es un vector bidimensional diferente de 
(0, 0), entonces un vector es perpendicular a 
(r, s) si y sólo si es paralelo a (á—s, r). De esto 
se deduce que si Y y Y son vectores perpendi- 
culares y ninguno es (0, 0), entonces un vector 
es perpendicular a E/ o a V, si y sólo si es pa- 
ralelo al otro. Aplicamos este hecho como sigue: 
Un vector X pertenece a la recta {4 + tU: 1 
es un escalar] si y sólo si X = A +10 para 
algún escalar z, y esto sucede si y sólo si X— A 
es múltiplo de Y. Pero X — A es un múltiplo 
de U si y sólo si Y — 4»es perpendicular a V. 
Entonces tenemos el siguiente teorema, 

34.1 Teorema. Supongamos que UY y V son 
vectores bidimensionales perpendiculares y que 
ninguno es el vector cero. Entonces tA + 1U + 
í es un escalar = | X:(X—A4)-V =0l, 

Algunas veces decimos que “(X — A) 
V = 0” es una ecuación vectorial no paramé- 
trica de la recta que pasa por A y es perpendi- 
cular a V (esto es, la recta que pasa por 4 con 
vector-dirección perpendicular a V). Asf, la 
recta que pasa por (1, —2) perpendicular al 
vector (—3, 2) tiene la ecuación: 

(X— (1,2) (3,2) =0. 
Obsérvese que esta ecuación no paramétrica 
tiene la ventaja de que facilita decidir cuándo 
o no un punto dado pertenece a la recta. Así, 
es obvio que (0, 0) no pertenece a la recta, (sus- 
titúyase y verifíquese). Por otra parte, el tra- 
bajo que se hace para encontrar puntos que 
están sobre la recta es ligeramente mayor que 
el que se hace al emplear una ccuación paramé- 
trica. 
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Una ecuación vectorial puede ser escrita, 
naturalmente, en forma escalar. Si X = (x, y). 
A = (xa, yo), y V = (a, b), vemos que ( X — 
A) V = (x, y) — o yo) - (a, b) = (e — 
xo y— yo) (a, b) = a(x — xo) + b (y — yo). 
Podemos deducir de aquí y del teorema 34,1 
el teorema siguiente: 


34.2 Teorema. Si (a, b) y (xo, po) son vec- 
tores bidimensionales y (a, b) 4 (0, 0), enton- 
ces | (x, y): a(x — xo) + bi y — yo) = Ot es la 
recta que pasa por (xo, yo) y es perpendicular 
a(ab) 
Así, 
3 — M4 20 +2)=0 
es una ecuación escalar no paramétrica de la 
recta que pasa por (Il, —2) y que es perpendi- 
cular a (—3, 2). El vector (—2, —3) es un vec- 
tor-dirección para esta recta. Podemos también 
inferir que 
x+3y+í=0 

es una ecuación de una recta porque, podemos 
recscribirla como Ax + 3) + 3(y —0) = 0 
y ésta es claramente una ecuación de la recta 
que pasa por (—3, 0) y es perpendicular a (2, 1). 
En general: 


34,3 Teorema. Si a, b, y e son números y (a, 
$) (0, 0), entonces Í (x, y): ax + by +c = 
04 es una recta perpendicular al vector (a. b) 
Demostración. Si a % 0, entonces ax + by + 
e = alx + cj a} + b (y — O} y, por consiguien- 
te t(x, y} : ax + by + c = Ot es una recta que 
pasa por (—c/a. 0) y es perpendicular a (a, b). 
Si a =0, entonces b% 0, y la misma clase 
de argumento muestra que el conjunto es la 
recta que pasa por (0, —c/b) perpendicular a 
(a. b). 

Vamos a sacar del teorema anterior una con- 
secuencia acerca de ecuaciones vectoriales. 
34.4 Teorema. Si Y es un vector bidimensio- 
nal diferente de cero y c es un escalar, entonces 
IX +X -V + c = 01 es una recta perpendicular 
av 
Demostración. Supongamos que Y = (a, b) 
y X = (x, y). Entonces | X: X- V 4+c=0) = 
Ly (e y) > (a,b) + 0 = 01 = ¿(o y) 
ax + by + c = 0) que es una recta perpen- 
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dicular a (a, b} = V de acuerdo ul teorema 
anterior. | 

Asi, | XCX + (2, 3) = 27) es una recta per- 
pendicular al vector (2, 3). 

Es conveniente algunas veces especificar la 
dirección de una recta por medio de un solo 
número más bien que por un vector. El número 
que se usa comúnmente es la pendiente. 

34.5 Definición. La pendiente de una recta es 
el número m si y sólo si (1, m) es un vector-di- 
rección de la recta. 

Por ejemplo, si (—2, 3) es un vector-dirección 
de una recta £, entonces (1, —4) es también 
un vector-dirección para L y —F es la pen- 
diente de L. No toda recta tiene pendiente. Si 
(0, 2) es un vector-dirección para una recta M, 
entonces no existe un número m tal que (1, m) 
sea también un vector-dirección. Es muy claro 
que una recta tiene pendiente si y solamente 
si no es paralela al eje y. En cada recta que 
intercepta al eje y, la ordenada del punto de in- 
tersección se llama el intercepto respecto a y. 


34.6 Definición. El intercepto respecto al eje 
y de una recta es el número b, si y sólo si (0, b) 
pertenece a la recta y la recta no es idéntica al 
eje y. 

Hay una forma muy simple de la ecuación 
de la recta con pendiente m e intercepto respecto 
a y igual a b. La demostración del siguiente 
teorema la dejamos al lector. 


34.7 Teorema. El conjunto Í (x, y) y = mx 
+ bi es una recta con pendiente m y b como 
intercepto con relación a y. 

Así | (x, y) : 2x + 3y + 6 = 0 |, que es igual 
ailx. y): y =—¿x— 21, es una recta con 
pendiente — 4 e intercepto respecto a y igual a 
—2. 

Hay una interpretación geométrica muy na- 
tural de la pendiente de una recta. Si m es la 
pendiente de una recta, entonces (1, m) es un 
vector-dirección de la recta (véase la figura 
34.1) y el número m- puede ser considerado co- 
mo el aumento de altura de la recta por cada 
unidad de distancia horizontal. El término 
“gradiente” se usa con frecuencia en ingeniería, 
Una sección de carretera puede ser trazada con 
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¿ayi y=ma+tb} 


Fígura 34.1 
un “gradiente de 21%” lo que significa que la 
pendiente de la carretera es 0,21. 

La pendiente de una recta que pasa por dos 
puntos es fácil de calcular. Por ejemplo, la recta 
que pasa por (1, —2) y (—4, 5) tiene el vector- 
dirección (1, —2) — (4, 5) = (5, —7). Por 
lo tanto (1, —F) es también un vector-dirección 
de la recta y la pendiente es — $. 

Finalmente, hay un criterio simple cn tér- 

minos de pendiente que sirve para decidir cuán- 
do dos rectas son paralelas o perpendiculares. 
Dejamos al lector la demostración del siguiente 
teorema. 
34.8 Teorema. Dos rectas, que tienen pen- 
dientes m: y ma, respectivamente, son parale- 
las si y solamente si mı = m y son perpen- 
diculares si y sólo si mı m = —1. 


PROBLEMAS 


34.1 Encuentro una ecuación no paramétrica de la recta 
con ecuación paramétrica siguiente: 

(9 Xi) = hD) 

W X(0 = 1, —1) + 12, —3). 
34.2 Encuentre una ecuación no paramétrica de le recta 
son ecuación paramétrica siguiente: 

(a) XG) = (0,0) + 41.2) 

W XO = (03) +14,—D, 
34.3 Encuentre una ecuación paramétrica de la recta con 
Jusiguiente ecuación: 

(0 AX 01.D):0.—3)=0 

(b)x+44y+4=0 
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34.4 Encuentre una ecuación paramétrica de la recta con 
la siguiente ecuación: 

(1) (1042 

(0) y 2x1. 
34.5 Encuentre un vector direccional de la recta con la si- 
quiente ecuación: 

(a) w ALY D= 

(b) 2x + 3y— 12=0 

te y=x2 

(d XBA A 
34.6 Encuentre una ecuación paramétrica de la recta que 
tiene pendiente 3 e intercepto respecto al eje y igual a —8. 
34.7 Encuentre una ecuación vectorial no paramétrica de 
la recta con pendiente —3 e intercepio respecto a y igual 
28 
34.8 Encuentre una ecuación de la recta perpendicular a 
1(0, 0) + 463, 5) : 1 es un escalar 1 y que pasa por el punto 
ES 3 
34.9 Encuentre una ecuación de la recta perpendicular a 
XX “41. 4) +6 =01 y con intercepto respecto a y 
igual a 2. 
34.10 Scu P una recta que pasa por los puntos (1, 3) y 
(4, 4) y sea Q la recta que pasa por (2, —3) y (6, —2) 
¿En qué punto. si hay alguno, P y Y se encuentran? 
34.11 ¿En qué puntos, si hay algunos, las rectas |X- X+ 
(2,1) = 5} y 10,1) + l, 1) +r es un escalar | se en- 
cuentran? 
34.12 Muestre que si a y b son escalares distintos de 
cero, entonces la recta que pasarpor (a, 0) y (0, b) es 

Les prxja +y =l 

34.13 Muestre que la recta que pasa por (ta, yo) con pen- 
diente mes t(x. y)? y — yo = mix — xo) i. 
34.14 Pruebe el teorema 34.7: El conjunto f(x, y) «y = 
mx + bÌ es una recta con pendiente 7 e intercepto con res- 
pectoal eje y igual a b. 
34.15 Pruebe el teorema 34.8: Dos rectas que tienen pen- 
dientes ma y mz, respectivamente, son paralelas si y sola- 
mente si m = mz, y son perpendiculares si y solamente 
si mm =—k. 
34.16 ¿Cuántos minutos faltan para las 6 en punto si hace 
50 minutos faltaban 4 veces los minutos que habían trans- 
currido desde las tres en punto? (Tomado de Amusements 
in Mathematics, por Henry E. Dudeney) 
34.17 Un vinatero tiene 100 galones de jerez al 12% de 
alcohol por volumen. ¿Cuántos galones de alcohol puro ha 
de añadir ul jerez para obiener una mezcla al 20% de al- 
cohol por volumen? 
34.18 Dé un ejemplo de una recta que pasa por (1, 1) y que 
no pase por ningún otro punto reticular. (Véase el proble- 
ma 14,11 para la definición de un punto reticular.) 
34.19 Considere las rectas L = I(x, y) :y = mx +b} 
y Q =i{x y): y= nx +d! Discuta las posibilidades 
pera L NQ. 


0 


CAPITULO 6 


Geometría Vectorial 


El estudio de rectas y planos en el espacio de 
dimensión tres. que es el objeto de este capítu- 
lo, requiere algunas nociones algebraicas que 
no hemos encontrado previamente. Algunas de 
estas nociones son útiles en espacios de cuales- 
quiera dimensiones, pero nuestro principal ins- 
trumento, el producto vectorial, se aplica sola- 
mente a vectores de dimensión tres. Muchos 
de los resultados obtenidos por nosotros tienen 
generalizaciones para espacios de dimensión 
superior y más tarde desarrollaremos métodos 
de demostración para establecerlas. La impor- 
tancia especial del espucio de dimensión tres, 
en matemática, física e ingeniería justifica el 
uso de métodos especiales. 


35 COMBINACIONES LINEALES Y 
DEPENDENCIA LINEAL 

Hemos estudiado las rectas en espacios vec- 
Loriales de dimensiones dos y tres con algún de- 
talle; en esta sección empezamos el estudio 
de planos. Un plano es un subconjunto de un 
espacio de dimensión tres de una clase muy es- 
pecial, y nuestra primera tarea es decidir preci- 
samente cuáles subconjuntos se Mamarán 
planos. Para dar una definición razonable del 
plano contaremos con la misma clase de razo- 
namiento utilizado para mostrar nuestra defi- 
nición de recta. No hay gran dificultad en en- 
contrar una “buena” definición. Sin embargo, 
encontraremos que dar respuesta aun a pre- 
guntas sencillas sobre planos y rectas, da lugar 
a problemas engorrosos que no somos capaces 
de resolver fácilmente. La verdad es que care- 
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cemos de la maquinaria algebraica necesaria 
para hacer un estudio eficiente sobre planos, y 
la primera tarea es llevar nuestro equipo alge- 
brajco a un nivel un poco más alto de eficiencia. 

Empezamos con muchas de las mismas no- 
ciones que motivaron nuestra definición de 
recta. Supongamos que B y C son vectores 
de dimensión 3 y consideremos el conjunto de 
todas las sumas de un múltiplo escalar de B y 
un múltiplo escalar de C. La figura 35.1 hace 
razonable que este conjunto sea llamado un 
plano. Estamos por consiguiente inclinados a 


Figura 35.4 


decir que el conjunto M = {rB + sC r y s son 
escalares) es un plano. Sin embargo, hay difi- 
cultad; si B o C es 0, entonces el conjunto M, 
ciertamente no parece ser un plano, y del mis- 
mo modo, si B es paralelo a C, aun cuando ni B 
ni C sean cero, podría M ser llamado un plano. 
Adoptaremos una poca terminologia sistemá- 
tica con la cual discutiremos la situación. 


35.1 Definición, Un vector X es una combi- 
nación lineal de los vectores B y C si y sola- 
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mente si existen escalares r y s tales que X = 
rB+sC. 

Más generalmente, un vector X es una com- 
binación lineal de los elementos de un conjunto 
de vectores si y solamente si X es la suma de 
múltiplos escalares de los elementos del con- 
junto. 

El vector B es una combinación lineal de Æ 
y C porque B = 18 + OC. El vector (1, 1) 
es una combinación lineal de (0, 1) y (1, 0) 
porque (1, 1) = 1(0, 1) + 1(1, 0) y en efecto, 
cualquier vector bidimensional (a, b) es una 
combinación lincal de (1, 0) y (0, 1) puesto que 
(a, b) = all. 0) + bO. 1). En forma seme- 
jante, cualquier vector de dimensión 3 es una 
combinación línea! de (1, O, 0), (0, 1, 0) y (0, 
0, 1). Generalmente no es claro si un vector 
dado es una combinación lineal de otros. Para 
decidir si (6, 9, 12) es una combinación lineal 
de (1, 2, 3) y (4, 5, 6) necesitamos saber cuándo 
o no existen escalares r y s tales que (6, 9, 12) 
= Ál, 2, 3) + s(4, 5, 6), y esto nos lleva a pre- 
guntarnos si existen o no números r y s tales 
que6b=» +45, 9= 2r + 5s y 12 = 37 + 6s. 
Más tarde estableceremos una forma sistemáti- 
ca de decidir tales preguntas, pero queremos 
observar ahora que el problema nos lleva a re- 
solver algunas ecuaciones lineales. 

Tendremos que ver con el conjunto de todas 
las posibles combinaciones lineales de un con- 
junto de vectores, El conjunto de todas las com- 
binaciones lineales posiblés de un solo vector 
B es precisamente el conjunto de todos los múl- 
tiplos escalares de B, y si B no es el vector cero; 
este conjunto es una recta que pasa por O con 
vector-dirección AB. El conjunto de combina- 
ciones lineales de dos vectores B y C es un can- 
didato para el nombre de “plano”, y nos gus- 
taría que el conjunto de todas las combinaciones 
lineales de tres vectores de dimensión tres 
fuera el espacio vectorial tridimensional. Pero 
esto requiere un poco más de cuidado. Si 4, 
B, y C son vectores y C es una combinación 
lineal de A y B, digamos C = 44 + bB, en- 
tonces toda combinación lineal z4 + sB + 
1C de A, B yC es una combinación lineal 
VA + sB + daA + bB)) de A y B sola- 
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mente. En este caso esperariamos que el con- 
junto de combinaciones de 4, B y C, fuera 
precisamente un plano, o una recta o un punto 
(¡supongamos A = B = C = 0l). Hay un 
nombre especial para estos conjuntos de vec- 
tores en los cuales esta clase de dificultad no 
ocurre, 

35.2 Definición. Un conjunto de dos o más 
vectores es linealmente independiente si y sola- 
mente si ninguno de los vectores es una com- 
binación lineal de los otros. Un conjunto de dos 
o más vectores es linealmente dependiente si 
alguno de los vectores es una combinación 
lineal de los otros. Para un solo vector A el con- 
junto tA} es linealmente independiente si A 
0 y dependiente si A = 0. 

Así los vectores (1, 0) y (0, 1) son linealmente 
independientes, pero los vectores (1, 2) y (2, 4) 
son linealmente dependientes. Lós vectores (1, 
2, 1), (3, 0, 1) y (4, 2, 2) son lincalmente de- 
pendientes porque (4, 2, 2) es la suma de los 
dos primeros. 

Hay otra forma conveniente de describir la 
noción de dependencia lineal que podemos ilus- 
trar como sigue. Supongamos A, B y C lineal- 
mente dependientes y que 4 = bB + cC. En- 
tonces el vector cero es una combinación lineal 
de A,ByC, asaber, (—1)4 + bB + cC, 
y no todos los coeficientes en esta combina- 
ción lineal son cero. Al contrario, si a4 + 
bB 4 cC = 0 y no todos los a, b, y c son cero, 
podemos ver que uno de estos vectores es una 
combinación lineal de los otros; por ejemplo, 
si b 0 entonces B = —(a/b)4 — (c /b)C. 
35.3 Teorema. Los vectores 4, B y C son li- 
nealmente independientes si y solamente si 
siempre que a4 + bB + cC = 0, entonces 
a=b=c=0. 

Naturalmente el teorema correspondiente pa- 
ra uno o dos vectores es verdadero. 

En un capítulo posterior daremos métodos 
sistemáticos para decidir si un conjunto de vec- 
tores es linealmente independiente o dependien- 
te. Para este capítulo sobre geometría vectorial 
necesitamos un solo teorema acerca de dos 
vectores linealmente independientes y el teore- 
ma correspondiente a tres vectores linealmente 
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independientes. La demostración que damos 
aquí no es posiblemente la más sencilla para 
dos de tales vectores, pero tiene la virtud de 
que la misma clase de argumento establece el 
teorema correspondiente para cualquier número 
de vectores. Damos la demostración en gran 
detalle. 

35.4 Teorema, Supongamos que 4 y B son 
vectores y que U y V son combinaciones li- 
neales linealmente independientes de 4 y B. 
Entonces toda combinación lineal de 4 y Bes 
una combinación lineal de U y V. En parti- 
cular, cada uno de los vectores 4 y B es una 
combinación lineal de U y V. 

Demostración. La demostración consiste en 
añadir al conjunto de vectores “lista” A, B 
un elemento del conjunto de vectores es U, V; 
después, omitir un clemento del conjunto resul- 
tante, y repetir el proceso. En detalle: 

1. Considere las combinaciones 
AyB. 

2. Cada combinación lineal de 4 y B es una 
combinación lineal de V, A, y B. 

3. Los vectores Y, A y B son linealmente 
dependientes, porque Y es una combina- 
ción lincal de A y B. 

4. A es una combinación lineal de Y y B, o 
B es una combinación lineal de V y A, 
porque: } 

Sabemos por 3 que vV + aA + bB = 0 
para algunos escalares v, a, y b que no son to-' 
dos 0. Es imposible que a y b sean ambos 0, 
porque entonces tendríamos V = 0, que no 
es el caso (¿por qué?). Por lo tanto podemos 
“expresar” A en términos de VyB, o B en 
términos de V y A. 

Aceptamos que 4 es una combinación lineal 
de V y B. Intercambiando A y B en el siguiente 
argumento completaríamos la demostración 
en el otro caso, 

5, Cada combinación lineal de 4 y B es una 
combinación lineal de V y B, porque 
cada combinación de A y B es una com- 
binación de Y, A y B, y A €s una com- 
binación de Y y B. 

6. Cada combinación lineal de 4 y B es una 
combinación lincal de U, Y y B. 


lineales de 
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7. Los vectores L, V y B son linealmente 
dependientes porque U es una combina- 
ción lincal de V y B. 

8. B es una combinación lineal de U y Y, 
porque: 

Sabemos por 7 que uU + vY +bB=0 
para algunos escalares «, v y b que no son to- 
dos cero. Si b Fuera cero, entonces U y V serían 
linealmente dependientes y por lo tanto $ # 0. 
Por consiguiente, B es una combinación lineal 
de Y y V. 

9. Toda combinación lincal de A y B cs una 

combinación lineal de U y V porque tanto 
A como B son combinaciones lineales de 
Uyv. I 

Hay un corolario muy importante del tco- 

rema. Supongamos que A = (l. 0) y B = 
(0, 1), y que Uy V son vectores bidimensio- 
nales linealmente independientes. Entonces UY 
y V son combinaciones lincales de A y B, y 
el teorema anterior nos dice que toda combin: 
ción lineal de 4 y B (esto es, todo vector bi- 
dimensional) es una combinación lineal de U 
y V. Así: 
35.5 Corolario. Si U y V son vectores bidimen- 
sionales linealmente independientes, entonces 
todo vector bidimensional es una combinación 
lincal de U y V. 

Aceptamos sin demostración los hechos co- 
rrespondientes para tres vectores. 

35.6 Teorema. Supongamos que A, By C 
son vectores y que U, Vy W son combinacio- 


` nes lineales linealmente independientes de A, 


B y C. Entonces toda combinación lineal de 
A, B y C es una combinación lineal de U, V 
yW. 

35.7 Corolario. Si U, Y, y W son vectores 
tridimensionales linealmente independientes, 
entonces todo vector tridimensional es una come 
binación lineal de V, V y W. 


PROBLEMAS 


35.1 ¿Cuáles de los siguientes vectores son combinaciones 
lineales de (1, 1,0) y (0,1, 192 

£a) (0. 0, 0), 0) (1,0 D, 

(e) (0, 1,0), (d) (2,5,3). 
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35.2 ¿En cuáles de los casos siguientes A y 8 son lineal- 
mente independientes? 


(2) 4—(1,0,b, 
db) 4=(1,1,0), 10 
®© 4=(L 1,1), B=(1,1—D. 
35.3 ¿En cuáles de los casos siguientes 4 y B son lincal- 
mente independientes? 


B = (0,1,0); 


(a) A ={1. 2,3), B=(,20; 
(0) A = (8,4,8), 2.1.2 
(0) 4=12,3,5), B = (4,9, 25). 


35.4 Supongamos que los vectores A y B son lincalmente 
dependicntes. ¿Son necesariamente paralelos? Explique. 
35.5 Si Ay B son paralelos ¿son necesariamente lineal- 
mente dependientes? 

35.6 Supongamos quc un conjunto S de vectores es lineal- 
mente independiente y que 7 os un subconjunto no vacío 
de S. ¿Es T linealmente independiente? Explique. 

35.7 Supongamos que Q es un conjunto de vectores lineal- 
mente dependientes y que Q es un subconjunto de $. ¿Es 
S linealmente dependiente? 

35.8 Supongamos que tomamos una generalización del 
teorema 35.3 como una definición de independencia lineal: 
Definición. Para cualquier número natural m, los vectores 


A'A? ., Ar son linealmente independientes si y so- 
lamente si 2.4! + aA? 4. 4 ande 0 entonces 
a=a=  =0=0 


Abora supongamos que el conjunto consta de un solo 
vector A, y que es linealmente dependiente. Encuentre 4 
35.9 ¿Puede pertenecer el vector cero a un conjunto lineal- 
ments independiente? Explique. 

35.10 Suponga que B y C son vectores linealmente in- 
dependientes y que r y s son escalares diferentes de cero. 
Muestre que 7B y sC son lincalmente independientes. 

35.11 Dados los vectores A, B y C que pertenecen a la 
recta que pasa por ©. muestre que 4, B y C son linea 
mente dependientes. 

35.12 Dados los vectores A, B y C tales que dos cuales- 
quiera de ellos son linealmente dependientes, muestre que 
A, By C están sobre la recta que pasa por O. 

35.13 Demuestre que tres vectores bidimensionales cua» 
lesquiera son lincalmente dependientes. 

35.14 Aceptundo el teorema 35.6, demuestre (corolario 
35.7) que si U, V y W son vectores tridimensionales lineal- 
mente independientes, entonces todo vector tridimensional 
es una combinación lineal de Y, V y W, 

35.15 Demuestre (teorema 35.6) que si 4, 8 y C som 
vectores y U, V y W son combinaciones lineales lineal- 
mente independientes de A, B y C, entonces toda combis 
nación lineal de A, B y C es una combinación lineal de 
LV y a 

35.16 Un subconjunto no vacío E de un espacio vectorial 
bi o tridimensional se llama un subespacio si cada combi- 
nación lineal de elementos de £ pertenece a E. El conjunto 
101, el conjunto de todos los múltiplos de un solo vector 
distinto de cero, y el conjunto de las combinaciones lineales 
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de dos vectores son ejemplos de subespacios. Demuestre lo 
siguiente: 

(a) Si E es un subespacio de un espacio vectorial bi- 
dimensional y E 54401, entonces £ es o una línea recta 
que pasa por el origen o Æ es todo el espacio vectorial 
bidimensional 

(b) Si E es un subespacio del espacio vectorial tridimen- 
sional y E %10] entonces existe un subconjunto $ de 
E que consta de uno, dos, o tres elementos linealmente 
independientes tales que E es precisamente el conjunto 
de todas las combinaciones lineales de elementos de S (a tal 
subconjunto se le llama una base de E) 


36 PLANOS 


Regresemos al problema de definir un plano. 
Si los vectores B y C son lincalmente indepen- 
dientes, entonces el conjunto de todos los vec- 
tores r8 + sC, r y s escalares, sería un plano 
que pasa por (0, 0, 0). Parece, según la figura 
36.1, que un plano que pasa por un punto A 


e 
AR AF E2 


ES 
+ 
AREG 


Figura 36.1 


y que es paralelo al plano | 7B + sC : r y s son 
escalares | ha de ser igual a todas las sumas 
posibles de 4 con una combinación lineal de 
B y C. En vista de esto, damos la definición si- 
guiente. 
36.1 Definición. Un subconjunto M de un espa- 
cio tridimensional es un plano si y solamente 
si existen un vector 4 y dos vectores B y C, li- 
nealmente independientes, tales que M es pre- 
cisamente el conjunto |A + rB + SC orys 
son escalares | de todas las sumas posibles de 
A con una combinación lincal de 8 y C. 

A, 1(1,2,3) + r(-1,2D+5(0,10D: 
r y s escalares | es un plano, El punto (1, 2, 3) 
pertenece a este plano porque (tł, 2, 3) = (1,2, 
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3) + (0) (—1, 2, 1) + (0) (2, 1, 1); así que (1, 
2, 3) es el punto para el cual z = s = 0. En for- 
ma semejante, (1, 2, 3) + (2) —1, 2, 1) —3(2, 
1, 1) = (77, 3, 2) es un punto del plano, y este 
es el punto que se obtiene escogiendo r = 2 y $ 
=—3, 

Es casi obvio que podemos representar un 
plano como el codominio de una función. Va- 
mos a definir una función X, cuyo dominio es el 
conjunto de pares de números reales, mediante 
X4r,5) = A + rB + sC para todo escalar r y s. 
(Aquí 4, B y C son vectores tridimensionales 
y sc supone que B y C son linealmente indepen- 
dientes.) El plano LA + 7B + sC :r y s son 
escalares | es precisamente el codominio de la 
función X. Decimos que X (r,s) = A + rB 
+ sC para r y s escalares, es una ecuación para- 
métrica del plano. 

Queremos recalcar que las letras utilizadas 
para describir un plano o una función no son 
importantes. El plano con ecuación X ( 7, s ) = 
A + rB + sC para r y s escalares, es idéntico 
al plano con ecuación ¥ (x. y) = A + x8 + 
yC para x y y escalares, y ÍA + rB +sCiry 
5 son escalares )es idéntico a | A -+ x8 + yC? 
x y y escalares t 

Supongamos que | A + rB + sC :r y sson 
escalares | donde B y C son linealmente inde- 
pendientes es un plano dado. Desearíamos tener 
una interpretación geométrica de los vectores 
A, B y C, y el método que seguiremos es seme- 
jante al que seguimos para una recta. Recorda- 
mos que si U es un vector linealmente indepen- 
diente (diferente de cero) entonces | D + zU: 
t un escalar! es una recta que pasa por D con 
vector-dirección U; en otras palabras, U es la 
diferencia de dos vectores distintos, que perte- 
necen a la recta, y U es paralelo a la recta. Pen- 
sando en esto, observamos al mismo tiempo que 
A es un punto del 4 + rB + sC -ry s escala- 
res | tomando z = 5 = 0, Además, A + B per- 
ienece a este plano (tomemos r = 1 y s = 0), 
con lo que B = (4 + 8) — A es la diferencia 
de dos elementos distintos del plano. En forma 
semejante, C es la diferencia de elementos del 
plano. La figura 36.2 indica que geométrica- 
mente es razonable decir que la diferencia de 
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U=X-Y 
Figura 36.2 


dos elementos de un plano es paralela al plano, 
puesto que es paralela a una recta situada en 
el plano. Teniendo esto en cuenta hacemos la 
siguiente definición: 

36.2 Definición. Un vector U es paralelo a un 
plano M si y solamente si U = X — Y para 
algunos puntos X y Y de M. 

Así, los vectores B y C son paralelos al plano 
LA +r3rB +5C:r y s son escalares | porque son 
diferencias de puntos que pertenecen al plano 
(B es la diferencia de A + B y A, y Ces la di- 
ferencia de A + C y A ). Este plano puede par 
consiguiente ser descrito como un plano que 
contiene a 4 y es paralelo a B y a C. Veremos 
que {4 + rB + sC:r y s son escalares) es el 
único plano que tiene estas propiedades. 

Hemos visto que los vectores que son parale- 
los a la recta 1D + 1U: 1 es un escalar | preci- 
samente son los múltiplos escalares de U, o, si 
queremos, las combinaciones lineales de U. 
El resultado análogo para planos lo da el si- 
guiente teorema. 

36.3 Teorema. Un vector U es paralelo a un 
plano {4 + r8 +sC+r y s son escalares | si y 
solamente si U es una combinación lineal de 
ByC. 

Demostración. Si U es paralelo al plano, en- 
tonces existen puntos X = A ++B45C y 
Y = A + uB + vC del plano tales que V = 
X — Y. Pero entonces, U = X— Y =(4 + 
rB +sC)— (A +uB + 10) =(+—u) 
B + {s — v) C, y, por consiguiente, U es una 
combinación lineal de B y C. Recíprocamente, 
la combinación lineal 78 + sC de B y C es la 
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diferencia de A + rB + sC y A, y estos puntos 
pertenecen al plano. Por lo tanto tal combina- 
ción lineal es paralela al plano. 

Ahora estamos en posición de ver cuántas 
escogencias hay en los vectores 4, B y C que 
describan el plano (A + rB + sC:r y s son 
escalares 1. Esto lo hacemos en dos pasos. 

36,4 Teorema. Sea D cualquier punto del plano 
M. Entonces M cs precisamente el conjunto 
{D + W:W es un vector paralelo a M | de 
todas las sumas de los vectores D paralelos a 
M 

Demostración. Supongamos que M = IA + 
rB + sC:r y s son escalares | y que el punto D 
de M es D = A + bB + cC. Debemos mostrar 
que un vector X pertenece a M si y solamente 
si X €| D+ W.W es paralelo a M Ì. Si X 
pertenece a M, entonces X — D es paralelo a M 
porque es la diferencia de dos elementos de M, 
y X =D +(X— D)es la suma de D y un 
vector paralelo a M. De otra parte, si X = D 
+ W, donde W es paralelo a M, entonces W 
es una combinación linea! de B y C de acuerdo 
al teorema anterior. Si W = uB + yC, enton- 
es X =D+ W=(4 + 5bB4cC)+(uB 
+yC)= A +l(ó0+0)B+ de v)Cy 
obviamente es un elemento de M. 

Ahora mostremos que dos vectores cuales- 
quiera, linealmente independientes, que son 
paralelos a un plano se pueden usar para dar una 
descripción algebraica del plano. 

36.5 Teorema. Supongamos que U y V son 
vectores linealmente independientes paralelos 
a un plano M. Entonces un vector W es para- 
lelo a M si y sotamente si W es una combina- 
ción lineal de Y y V. 

Demostración, Si el plano Mes [4 + rB + 
5C:r y s son escalares | entonces un vector es 
paralelo a M si y solamente si es una combina- 
ción lineal de 8 y C. Por consiguiente, tanto Y 
como Y son combinaciones lineales de B y C; 
por lo tanto cualquier combinación lineal de 
U y V es una combinación lineal de B y C, y es, 
por consiguiente, paralela a M. De otra parle, 
de acuerdo al teorema 35.4, toda combinación 
lincal de B y C (esto es, todo vector paralelo a 
M ) es una combinación lineal de combinaciones 
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lineales linealmente independientes U y V de 
AyB. 

Hay un corolario inmediato a los dos resul- 

tados anteriores. Si M es un plano, D € M, y 
U y V son vectores lincalmente independientes 
paralelos a M, entonces, en vista de los dos últi- 
mos teoremas, M = | D + W: W es un vector 
paralelo a M i =| D + uU + Wru y v son 
escalares}. En particular, puede haber sola- 
mente un plano que satisface estas condiciones, 
puesto que si M. y N son tales planos, entonces 
cada uno debe ser igual | D + uU + vV ru y y 
escalares |. 
36.6 Coralario. El único plano que pasa por un 
punto D y es paralelo a dos vectores U y V li- 
nealmente independientes es 1D + uU + vV? 
u y vson escalares |. 

Haremos una simple aplicación geométrica 

de lo anterior. Supongamos que damos tres pun- 
tos, D, E y F. ¿Hay un plano que pasa por estos 
tres puntos, y si es así, hay precisamente uno 
solo? Cada uno de los vectores-diferencia, E — 
D y F — D, es paralelo a cualquiera de tales 
planos por la definición de vector paralelo, y, 
por consiguiente, si E— D y F — D son lineal- 
mente independientes, entonces el único plano 
posible es {D + u(E— D) + v(F— DY 
u y v son escalares |. Podemos ver que D, E y 
F pertenecen a este conjunto: tómese u = v = 0 
para obtener D; u = 1 y v = 0 para obtener 
E; y para obtener F, tómese u = 0 y v = l. 
Pero recordemos que £ — D y F — D son li- 
nealmente dependientes (esto es, paralelos) si y 
solamente si D, E y F están situados sobre una 
misma recta (son colineales). Naturalmente, no 
podemos esperar encontrar un único plano que 
pase por tres puntos si los puntos son colinea- 
les. (Pensemos en una puerta con tres bisagras .) 
Así el mejor resultado que podemos esperar es 
el siguiente. 
36.7 Teorema. Si D, E y F son puntos no coli- 
neales, entonces I D + u( E — D) + v(Ff— 
Dy u y v son escalares | es el único plano que 
contiene los tres puntos. 

Por ejemplo, supongamos que deseamos en- 
contrar una descripción algebraica del plano 
que pasa por D = (1, 0, 0), E =(0,1,2)y F 
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= (0, 0, 1). Entonces £ — D = (0, 1,2) — (1, 
0,0) = (—1, L, 2), F — D = (0,0, 1) — (1, 0, 
0) = (—1. 0, 1), y el plano que se nos pide es 
+0, 0, 0) + u(—!, 1, 2) + v(—4. 0, I): u y 
v son escalares|. Una ecuación paramétrica 
para este plano es X (u, v) = (1, 0, 0) + u 
{—l, 1,2) + v(—1,0, i). 


PROBLEMAS 


36.1 Encuentre el plano que pasa por (1, 2, —1) y que es 
puraleto a los vectores (1, O, E) y (0, 1, £). 
36.2 Encuentre una ecuación vectorial paramétrica para 
el plano que pasa por (0, 0, 0) y que es paralelo a los vecto- 
res (1, 2, 3) (—1,1,0). 
36.3 Encuentre una ecuación vectorial paramétrica para 
el plano que pasa por los puntos (1, 0, 0), (1. 1,0)y (1, 1, 1) 
36.4 Encuentre el plano que pasa por (1, O, 0), (0, 1, 2) y 
(0,0, 1. 
36.5 Muestre que (0, 0, 0), (L, 1, 1) y (2,2, 2) son colinea- 
les y encuentre dos planos distintos que contengan los tres 
puntos 
36.6 Encuentre tres puntos D, E y F sobre cl plano M = 
1G, 0, 0) + (1,2, 1) + vi, O, 2): u y v son escalares i 

Tomando las diferencias de D, E y F, encuentre tres vec- 
tores U, V y W que sean paralelos a Af, y que ningún par 
de ellos sean paralelos entré sí 

Muestre que U, V y W son linealmente dependientes. 
36.7 El punto D = (0,0, 0) no pertenece a la recta L = 
1(1,0,0) +2 (1,2, 1) res un escalar |, 

Encuentre un plano que contenga a D y a todo punto de 
L 
36.8 Suponga que X y Y son pumos distintos de un plano 
M. Muestre que todo punto de la recta que pasa por X y 
Y pertenece a M. 
36.9 Observe que el plano M = | (1. 2, 1) +7(0,1,0) + 
a(l, L, 4): r y s son escalares } es igual a | (x, y, 2 X (x, y. z) 
= (1, 2, 1) + r (0, 1,0) + s (L, 1, 4) para algunos r y s es- 
calarcs |. Muestre que M es el conjunto de todas las ternas 
(xy zhtalesguer = L +s y=2+r+45y2=1+ 
4 s para algún z y para algôn s. 

(Estas últimas ecuaciones se llaman ecuaciones escala- 
res paramétricas para M.) 


36.10 Encuentre las ecuaciones escalares paramétricas para 


1,2,0) + r (11,2 +s(2, 4, I): 7 y s son es 
catares]. 


36.11 Dado que 


x=2—r+s 
y=i+2a=s 
2=r+2 


son ecuaciones escalares paramétricas para un plano M. 
Muestre que M = 1{2, 1, 0 + r (1,2) + 3(L,—L, 
2): rye son escalares |. 
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36.12 ¿Qué plano tienen las siguientes ecuaciones esca- 
Jares paramétricas? 


x=4+r—45 
y=—1—r+2s 
2122435 


36.13 Supuesto que D, E y F son puntos no colineales. 
Muestre que {dD 4 eE + JF: d, e, yf som escalares 
tales que d + e + f= 1 | es el plano que contiene D, 
EyF 
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Nuestro estudio adicional de planos requiere 
todavía más maquinaria algebraica, y esta sec- 
ción está dedicada al desarrollo de esta maqui- 
naria. Necesitaremos un mecanismo que nos 
sirva de patrón para obtener un vector tridi- 
mensional que sea perpendicular a cada uno 
de los dos vectores tridimensionales A y B. 
Este mecanismo nos será muy útil en el estudio 
de planos y rectas y es, incidentalmente, la ma- 
quinaria acostumbrada de la física elemental. 
La forma eficiente para describir el mecanismo 
depende aún de atra noción, la de determinante. 
Afortunadamente la noción de determinante 
es por sí misma muy útil y aparecerá frecuente- 
mente en estudios matemáticos posteriores. En 
la que respecta a esta sección, el determinante 
es un mecanismo notacional conveniente. 

Empezamos con una sencilla idea geométrica 
que motiva la definición. Supongamos que 
A = (a, b) y C = (e, d) son vectores bidimen- 
sionales como muestra la figura 37,1. Vamos 
a calcular el área del paralelogramo del cual 
C, O, A, y A +C son los vértices. El área del 
paralelogramo es el producto de las longitudes 
de la base y la altura, y refiriéndonos después 
a la figura, vemos que el área es el producto de 
la longitud] 4] de A y la longitud de la compo- 
nente de C en la dirección perpendicular a A. 
Ahora el vector D = (—b, a) es perpendicu- 
lar a A, y D/| Al cs un vector unitario. Por 
tanto, |C - (D/|4/)] es la longitud de la com- 
ponente de C en la dirección perpendicular a 4 
El área del paralelogramo es |4 | |C - (D/]4/ 
=|C- D| =]. d): (b, a) = | —bc + ad, 
Usaremos el número ad — bc, cuyo valor 
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absoluto es el área del paralelogramo con vér- 
tices C, O, 4, y A + C, como una clase 


Componente de € 
en dirección 
perpendicular a 4 


Figura 37.1 


de medida del “grado de independencia lineal” 
de los vectores 4 y C. Así parece intuitiva. 
mente evidente que A y C serán linealmente 
dependientes si y solamente si ad — bc = 0. 

37.1 Definición. Si A = (a, b) y C = (e, d) 
son dos vectores bidimensionales, entonces 


d se 
al 


define como ad — be. La función D se llama 
determinante, 


, 
D(A. C), simbolizado también como [y 


— I0. 


|- IO) = —4 


El diagrama acostumbrado para recordar esta 
combinación de números es el siguiente: Del 
producto de los números a lo largo de la diago- 
nal marcada con “ +" restamos el producto de 
los números a lo largo de la diagonal marcada 


con **—*, obteniendo asi |% è|, 
led 
Más tarde diremos que e 


es el determinante de la matriz (E ar 
c 


Figura 37.2 
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Podemos decir y lo hacemos ahora, que D es 
una función cuyo dominio es el conjunto de 
todos los pares (4, B) de vectores bidimensio- 
nales, tal que la imagen de (A, B) por D es 
D(A, B). Así, 


1 


j =73-25 -5 


D0, 1), (2, -39 = p E 


Estamos listos a colegir la primera propiedad 
importante de la función determinante. 

37.2 Teorema. Los vectores bidimensionales 
A = (a, b} y C = (c, d) son linealmente de- 


pendientes si y sólo si D(4, €) = E Mes cero. 


dl 


Demostración. Si (a, b) y (c, d} son linealmente 
dependientes, entonces uno de ellos, digamos 
te. d. es un múltiplo escalar del otro. Así, 
te, d) = kía, b) para algún escalar k; por 
tanto ¢ = ka y d = kb, y, por consiguiente, 
la b 
jka kb] 


= kab — kab = 0. 


Para probar el reciproco aceptamos que ad — 
be = 0 y tratamos de probar que en este caso 
(a, b) y (c, d) son linealmente dependientes. 
La combinación lineal c(a, 5) — afc, d) sugiere 
por sí misma y un poco de cálculo que cla, b) — 
ale. d ) = (ca — ac. cb — ad) = —(0, ad — bc) 
que es (0, 0) por nuestra hipôtesis. Esto mues- 
tra la dependencia lineal a menos que ¢ = a 
= 0. Pero en este caso los vectores (a, b) = 
(0, b) y (c, d) = (0, d) son seguramente li- 
nealmente dependientes. | 

Del teorema anterior podemos deducir que 
(1, 2) y (2, 3) son linealmente independientes 
porque 
k 3 =-10 
Naturalmente, ésta no es una forma para ve- 
rificar dependencia lineal, puesto que es perfec- 
tamente obvio que ninguno de los vectores (1, 2) 
y (2, 3) es un múltiplo escalar del otro. Ahora 
probaremos otro teorema, que, como una prut- 
ba de dependencia lineal es igualmente inútil, 
pero que lo necesitamos para la demostración 
del principal teorema de csta sección. 
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37.3 Teorema. Sean (a, b, c) y (d, e, f) vece 
tores tridimensionales. Entonces los dos vecto- 
res son linealmente dependientes si y sólo si 


b c la d 
Ed ETE 
Recordamos, antes de probar el teorema, 
que hay una forma sencilla de escribir los tres 


arreglos que aparecen cn la conclusión del teo- 
rema. Escribamos el siguiente arreglo: 


(7 


Si quitamos la primera columna de la izquierda 


a o 
afi 


£ 


a 
gunda columna, tenemos 


de este arreglo, tenemos e >» quitando la se- 


3 > y quitando la 


tercera, tenemos (2 2). 
de 


Demostración de 37.3 Si (a, b, c) y (d, e, f) 
son linealmente dependientes, entonces uno de 
ellos, digamos (d, e, f), es un múltiplo escalar 
del otro. Si (d, e, f) = ría, b, c) para algún 
escalar r, entonces d = ra, e = rb, y f= 
re. Es fácil entonces ver que 


kikil 


Para probar el recíproco aceptamos que 


la bl 
EN 


b el ja el ja bl 
e ja fila e 
Sia, b y e son O, es claro que (a, b, c) y (d, e, 
$) son linealmente dependientes, por eso, nece- 
sitamos considerar solamente el caso cn el cual 
uno de los tres números, digamos b, no es cero. 
Entonces calculamos: e(e,b,c) — Md, e, f) = 


a-t) 


y, bajo nuestra hipótesis, esto cs (0, 0, 0). Así 
hemos mostrado la dependencia lineal. f 

Ahora exponemos el teorema mås importante 
de la sección. 


=0 


ja b 
d e 


(ae — td, 0, œ = 09) = (| 
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37.4 Teorema. Si los vectores (a, b, c) y (d, 
e, f) son linealmente independientes, entonces 


el vector 
la J b] 
la sile e 


b cl 
x-( 
Pi 
es un vector distinto de cero que es perpendicu- 


lar a ambos vectores (a, b, c) y (d, e. f). 


Demostración. Sabemos por el teorema ante- 
rior que X »* 0, probemos solamente que Y 
es perpendicular a (a, b, c). Observemos: 

b el la e 


la bi 
le 17 Pa dd e 
— ed) + olas — bd) = abf — ace — baf + bed 
+ee=cd=0 | 


— dl 


= alf — ce) — blof 


a 


La demostración de este teorema no sugiere 
cómo fue descubierto el teorema; en una nota 
al final de la sección indicamos brevemente 
cómo podría conjeturarse el teorema, Pospone- 
mos los ejemplos hasta que tengamos a nuestra 
disposición una notación más breve. 


37.5 Definición. El producto vectorial de los 
vectores 4 = (a, b,c) y B = (d, e, J), sim- 
bolizado por A X B, es el vector cuyas coorde- 


è el 
e 


a b 
d el 


la el 


df 


El teorema 37,3 puede ahora ser expresado 
así. los vectores tridimensionales 4 y B son 
linealmente dependientes si y solamente si 
AXB=0. 


nadas son [è e, |e el] ñ 


37.6 Ejemplo. Se nos pide encontrar un vector 
que sea perpendicular a los vectores 4 = (1,2, 
3} y b = (3, —2. 2). Calculamos el producto 


vectorial: 
138 1 2y_ 
a al B-27 


(10, 7, 8). 


axB=(L 
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Verifiquemos nuestro cálculo: 


A- (Ax B) = (1,2,3)- (10,7, --8) = 10 + 
14—24 =0, 

y 

B - (4 X B) = (3, —2, 2) -(10, 7, —8) = 30 — 


14—16 = 0, 
y, por consiguiente, (10, 7, —8) es perpendicular 
a A ya B. 


37.7 Ejemplo. Debemos encontrar un vector 
que sea perpendicular a los vectores A= (l, 2, 
3) y B-(2, 4, 6). Podríamos calcular el pro- 
ducto vectorial A x B, pero reflexionando un 
momento y mirando el teorema 37.3 nos da- 
mos cuenta que 4 X B = 0. Sin embargo, el 
problema es fácil. Cualquier vector que es per- 
pendicular a 4 es perpendicular a 8. y por 
inspección podemos encontrar un vector perpen- 
dicular a 4. Por ejemplo, uno cualquiera de 
los vectores (—2, 1, 0), (0, —3, 2) y (3, 0, 1) 
cumple las condiciones. 

Los teoremas que hemos establecido nos dan 
toda la información que necesitaremos acerca 
de determinantes y productos vectoriales. Ha- 
cemos una lista, para la información del lector, 
de algunos otros resultados que serán útiles 
en muchas situaciones. Y concluimos la sec- 
ción con la nota explicatoria sobre la génesis 
del teorema 37.4, 


37.8 Teorema. Sean A, B y C vectores bi- 
dimensionales, sea r un escalar, y sea D la 
función determinante. Entonces, 


Gü) D(4, B} = —D(B, A); 

Gi) D(A, B + C) = D(A, B) + D(A, 0); 
(ii) D(rA, B) =rD(A, B); y 

(iv) D(L, 0), (0, 1)) = 1. 


Hemos escrito este teorema acerca de la fun- 
ción determinante porque caracteriza a D cn 
el siguiente sentido. D es la única función cuyo 
dominio es el conjunto de pares de vectores bi- 
dimensionales y cuyo codominio es el conjunto 
de escalares que tienen las propiedades anota- 
das en el teorema 37.8. 
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37.9 Teorema. Si 4. ByC son vectores tri- 
dimensionales y r un escalar, entonces 


i) AXB=-—(BX A); 

il) AX(BRHC)=AXBH+AXC; 
üii) (rA) X B = A X (rB) = r(A X B); y 
tiv) (A X B) XC = {A-C)B — (B-C)A. 


El estudiante no tendría dificultad viendo el 
teorema anterior de observar que la multipli- 
cación vectorial no es conmutativa ni asociativa, 
Además, no hay idéntico multiplicatiyo. porque 
A X A = Q para todo A; por tanto O es el úni- 
co idéntico multiplicativo posible, pero 0 X A 
= 0 para todo A; así que O no es idéntico mul- 
tiplicativo, 
37.10 Nota. Podríamos haber supuesto la ver- 
dad del teorema 37.4 a partir del siguiente ar- 
gumento. Tratemos de encontrar un vector (x, 
y, z) que sea perpendicular a los vectores (a, b, 
c) y (d, e, f) Esto es, tratemos de encontrar 
(x. y. z) tal que xa + yb +zc =0 y xd + 
ye pf =0. 

Si multiplicamos la primera de las ecuacio- 
nes por —d y la sumamos con el producto de la 
segunda por a, eliminando x, obtenemos 


plae — bd) + af — cd) = 0. 


Reescribiendo este resultado como un producto 
interior, tenemos 

la eN _ 

a > 


walgt 


Una posibilidad para (y, z) es entonces 


GEE) 


puesto que este vector es perpendicular a 
a dla cy 
d fl 


d el 
La sustitución en ambas ecuaciones anteriores 


lb 3] 
1 = Pod 
wari 
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PROBLEMAS 
37.1 Calcule el vector X en cada uno de los casos si- 
guientes: 

(a) X = (1, 0,0} X (0,0,1) 

(b) X =(1,1,0) x (0,1,1) 

(e X= (1,0,1) X (0,1,0) 
37.2 Calcule el vector X en cada uno de los casos si- 
guientes: 


(a) (0,0,1) X (4,3, 0) 
(b) (1123) X (2, 3, 1) 
() 1,39) x (3, 2, -1) 


37.3 Muestre por medio de un ejemplo que Ja mukiplica- 
ción vectorial no es conmutativa ni asociativa. 
374 Sean 4, By € vectores bidimensionales, sea y un 
escalar y D la función determinante. Pruebe (teorema 37.8) 
que 

(a) D(A, B) = —D(B, A) 

(b) D(A, B + €) = D(A, B) + D(A, C) 

(e) DGA, B) = rD(A, B). 


37.5 Demuestre que si A y B son vectores iridimensiona» 
les, entonces (—4) x (—B) = A x B. 

37.6 Demuestre (teorema 37.9) que si A, By C son vec- 
tores tridimensionales y r es un escalar, entonces 


(a) AXB=-—(BX A); 

b) AX(BHO)="AXBHAXC; 
() (A) XB =A X (B) = r(A X B): 
(d) (4 X B) XC = (A-C)B — (B-0J4. 


37.7 Supongamos que E es una función que, como el 
determinante PD, asigna un número a toda pareja ordenada 
de vectores bidimensionales. Aceptamos que 


E(A, B) = — E(B. A), E(A, B +C) = E(A, B) + 
E(A, C), B(A, B) = rE(A, B) 
para todos los vectores A, B, C y para todo escalar 7, y que 


EU, ù = L, donde 7 = (1, 0) e 1 = (0, 1). Pruebe suce- 
sivamente que: 


(a) E(U, U) =0. (Use E(A, B) = — E(B, A}.) 

(b) E(U +V, W) = EU, W) + E(V, W). 

(En primer lugar E(U + V, W) = —E(U, U + V).) 

(e) EU, vV) = vE(U, V). 

(d) E(uU, oV) = wE(U, V). 

(0) Elal 4 bi, cI + di) = (ad — be)E(I, i) 

(f) B(A, B) = D(A, B) para todos los vectores 
bidimensionales A y B. 


37.8 Muestre que si A y B son vectores tridimensionales, 
entonces] 4 x B|? + |4: 8l? = |A|? 18°. 

De esto concluya que si Æ <s perpendicular a B, entonces 
JA x B|= |A] 18] 
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37.9 Sean A y B vectores tridimensionales y 4 + la com- 
ponente de 4 que cs perpendicular a A. Muestre que 
AX B= A,X B, y usando el problema anterior, de- 
duzca que |A X A| = |4 | |B|. que es cl área del paratoto- 
gramo 0, A,A + B. B. (Siemtiende trigonometria deduz- 
ca que] 4 x B| — |A| |2| sen € donde 6 es el ángulo 
entre OA y OB) 


Nota: El problema anterior da una interpretación geo- 
méuica del producto vectorial Æ XB de dos vectores 
no paralelos. La longitud de A X Æ es precisamente el 
área del paralelogramo 0, A,A +B, B y AX B está en 
dirección perpendicular a los vectores A y B. Pero hay dos 
sentidos posibles. Sin explicar el por qué, damos la siguiente 
regla para encontrar el sentido de A x B: usando su mano 
izquierda, tome sa pulgar paralelo a OA, su dedo índice 
paralelo a OB y su dedo del corazón perpendicular al pulgar 
y al indice. Entonces su dedo dei corazón indica el sentido de 
A x B. Puede observar que nuestro sistema de coordena- 
das tiene la propiedad de que es posible colocar el pulgar 
a lo largo del eje x, el índice a lo largo del eje y, y el del 
corazón a lo largo del eje z. Por esta razón se dice algunas 
veces que es un sistema de mano izquierda. Un sistema 
con el eje x a la derecha, el eje y apuntando verticalmente 
hacia arriba y el eje z hacia afuera es un sistema de mano 
derecha. 


38 NORMALES A PLANOS 


En esta sección completaremos nuestro des- 
arrollo de la maquinaria algebraica para el es- 
tudio de la geometría de rectas y planos. Nece- 
sitamos dos proposiciones, ninguna dificil, 
acerca de vectores tridimensionales. Después 
de establecerlas, regresaremos de nuevo a la 
geometría de planos y empezaremos a aplicar 
la técnica algebraica que hemos desarrollado. 

De la sección anterior, sabemos que si B y 

C son vectores tridimensionales linealmente 
independientes, entonces B X C es un vector 
distinto de cero que es perpendicular a B ya C. 
Hay otros hechos verdaderos. 
38.1 Teorema. Si £ y C son vectores tridimen- 
sionales lincalmente independientes, entonces 
B, C y B x C son linealmente independientes y 
todo vector tridimensional es una combinación 
lineal de B,C y BX C. 
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Demostración. Empecemos suponiendo que B, 
C y B Xx C son linealmente dependientes y ra- 
zonemos para llegar a una contradicción. Si 
estos vectores son linealmente dependientes, en- 
tonces para algunos escalares b, c, y d, no todos 
0, bB + cC + dB x C = 0. Obtenemos una 
contradicción mostrando que b = ¢ = d = 0. 
El artificio es tomar precisamente un producto 
interior con B X C. Usando el hecho de que 
B y C son perpendiculares a B x C, encon- 
tramos que 0: B x C = (bB + cC + dB XxX 
C): (B X C) = dB Xx C)+ (B x Chy, 
puesto que 8 X C = 0, vemos que d = 0. 
Entonces bB + eC = 0; pero ByC sonli- 
nealmente independientes y, por lo tanto, b = 
c = 0. Por lo tanto, B, C yB x C son lineal- 
mente independientes, y puesto que cada uno de 
estos es una combinación lineal de (1, 0, 0), 
(0, 1, 0) y (0, 0, 1), toda combinación lineal de 
(1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, O, 1), (que es todo vec- 
tor tridimensional) es una combinación lineal 
de B,Cy Bx C porel teorema 35.6. |] 

Sabemos del teorema anterior que cualquier 
vector tridimensional X es una combinación 
lineal bB + ¿€ + ABX C) donde ByC 
son vectores linealmente independientes. Puesto 
que B y C son perpendiculares a BX C, pode- 
mos ver que bB + cC es también perpendicu- 
lara Bx C, porque (bB + cC): Bx C= 
bB-(BX C) +eC-(B8X C} 

Por consiguiente, b8 + cC y dB x C son, 
respectivamente, la componente de X perpen- 
diculara B x C y la componente de X parale- 
laa Bx C. Se deduce que X es perpedicular 
a Bx C si y solamente si su componente d8 
x C paralela a Bx C se anula, esto es, si y 
solamente si X = bB + cC. Esto prueba la 
primera parte del siguiente teorema. 

38.2 Teorema. Sean B y C vectores tridimen- 
sionales linealmente independientes. Entonces 
para cada vector X, 

(Ò X es perpendicular a B x C si y sola- 
mente si X es una combinación linzal de 
ByC,y 

(11) X es perpendicular a B y a C si y sola- 
mente si X es una combinación lineal 
(esto es, un múltiplo escalar) de B x C. 
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Demostración. Para probar la segunda parte de 
este teorema, primero observamos que un múl- 
tiplo escalar de B x C es seguramente per- 
pendicular a B y a C. De otra parte, suponga- 
mos que X es perpendicular a B y a C y que 
X = bB + cC + d(B x C). Entonces X es 
perpendicular a 68 + cC; por lo tanto, 0 = 
X - (bB + cC) = (bB + cO + dB x 
O: (bB + cC) = (bB + cO) bB + cO) 
+0, Por to tanto, bB + cC = 0, y, por con- 
siguiente, X = dB X O) | 

Estamos ahora en capacidad de manipular 
problemas relacionados con planos con consi- 
derable agilidad. Nuestro primer objetivo es 
el siguiente: Un plano puede ser descrito como 
el codominio de una función; realmente, la mis- 
ma definición de plano nos da una ecuación 
vectorial paramétrica de él Vamos a encontrar 
una forma diferente de describir ci plano. El 
plano será el conjunto de puntos en los cuales 
una función es O. La noción de normal a un 
plano juega un papel esencial, y empezamos con 
la definición de normal. 

38.3 Definición. Un vector Y es perpendicular 
a un plano M si y solamente si es perpendicu- 
lar a todo vector paralelo a M. Un vector es 
una normal a M si es perpendicular a M y V 40. 

Recordamos que los vectores que son para- 

lelos al plano M =1A +rB+5C: rysson 
escalares | son, por definición, las diferencias 
de elementos de M y que, de acuerdo al teore- 
ma 36.3, son éstos precisamente las combina- 
ciones lineales de B y C. Un vector V es per- 
pendicular a todas estas combinaciones si y so- 
lamente si es perpendicular a B y a C, y, de 
acuerdo a la segunda parte del teorema ante- 
rior, este es el caso si y solamente si V es un 
múltiplo escalar de B x C. Así, tenemos el 
siguiente teorema: 
38.4 Teorema. Un vector V es una normal al 
plano { A + rB + sC: r y s escalares | si y so- 
lamente si V es un múltiplo escalar, distinto de 
cero, de Bx C. 

Podemos ver que (2, —2, —6) es perpendicu- 
lar al plano { (1, 2, 3) + r(1,—2, 1) + s(2,— 1, 
: s y s escalares} porque (2, —2, —6) + (l, 
-2,1)=0 y Q,—-2—6)-Q,—1. 1)=0. 
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El teorema 38.4 nos dice que los únicos vec- 
tores que son perpendiculares al plano f(1, 2, 
3) +11, —2, 1) +5Q,—!, 1): 7 y s escalares } 
son múltiplos escalares de 


2.1) fia 
a-20x0 1.0 = (2 i b A 
1—2] 
baje (-1,1,3). 


Observamos sin sorprendernos que (2, —2, —6) 
es un múltiplo escalar de (— 1. 1,3). 

Probemos ahora uno de los teoremas princi- 
pales relacionados con planos. 


38.5 Teorema. Si M es un plano que pasa por 
el punto P y perpendicular al vector, distinto 
de cero, V, entonces 


M= XxX A(X—P)-V =0l, 


Demostración. Consideremos el plano M =f A 
+ rB + sC: r y s son escalares |, donde B y C 
son linealmente independientes. Entonces un 
vector X pertenece à M si y solamente si X = 
A + rB + sC para algunos r y s escalares, 0. 
reagrupando la ecuación, sí y solamente si 
X — A es una combinación lineal de B y C. 
Pero de acuerdo al teorema 38.2, Y — A es 
una combinación lineal de B y C si y solamente 
si X — A es perpendicular a B x C, y también 
sabemos del teorema anterior que V es un múl- 
tiplo escalar, diferente de cero, de B x C. Re- 
uniendo estos resultados vemos que X € M si 
y sólo si X- A es perpendicular a V. Por últi- 
mo, sabemos que A y P pertenecen a M con 
lo que A — P es una paralela a M y, por tanto, 
perpendicular a V. Así, (4 — P): V =0y 
(X — A): V =(X— A) V + (4 —P)-V= 
(X — P)» V. De aqui (X -- 4) + V = O si y só- 
lo si (X — P)- V = 0 y hemos demostrado que 
XE M siy sólo si(X— P) -V = 0. 

Deducimos inmediatamente que, por ejem- 
plo, el plano que pasa por (1, 2, 3) y que es per- 
pendicular a (—1, 2, 3) es, precisamente, 


EX: [X— (1,2,3)].(-1,2,2)=0) 
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Más aún, es posible afirmar que existe un único 
plano que pasa por un punto dado P y que es 
perpendicular a un vector V no nulo, ya que 
tal plano es idéntico a į X; (X — P)- V = 0). 
Algunas veces se dice que (Y — P) -V = 0, 
donde V y P son vectores tridimensionales y 
V = 0, es una ecuación vectorial del plano M = 
IX; (X — P)- Y = 0|, o también, para dife- 
renciarla de la ecuación paramétrica, se dice 
que es una ecuación vectorial no paramétrica 
del plano. Así, [X— (1,2, 3)}- (—1, 2, 2) = 0 
es una ecuación del plano que pasa por (1, 2, 3) 
y es perpendicular a (—1, 2, 3). Podemos tam- 
bién escribir esta ecuación bajo la forma 
X-(1,2,2) =(1,2,3): (—1, 2, 2) = 9. 


PROBLEMAS 


38.1 ¿Es elvector (1, —1, 1) perpendicular al plano 

160,0, 1) +10, 1, 1) + 5(1, 1,0): 1 y s escalares 1? 
38.2 ¿Es el vector (0, 1, 0) perpendicutar al plano 

Ful, 1,1) + v(0, 1,0): z y v escalares |? 

38.3 Encuentre una ecuación del plano que pasa por (4, 9, 
81) con normal (1, 3, 9). 
38.4 Encuentre una ecuación del plano que pasa por (3. 2, 
1) con normal (3, 2, 2). 
38.5 Encuentro una ccuación vectorial no paramétrica 
del plano 1(1,2,3) +7(2,0,4) +s( 2,1. 1): ry s escala- 
resl. 
38.6 Encuentre una ecuación vectorial no paramétrica del 
plano [(—1, L, 1) + u(i, —1..2) $ v(2, 3, 0) u y v ese 
calares |. 
38.7 Encuentre una ecuación vectorial no paramétrica 
de 10, i3, —2) + 107, —1, 3) + v (42, 6, —18) u y 
vescalares | 
38.8 Demuestre que si A, B y C son vectores, no nulos, 
mutuamente ortogonales, entonces los 4, B y C son lineal- 
mente independientes. 
38.9 Demuestre que los vectores tridimensionales 4, 2 
y C son linealmente dependientes si y sólo si A © B x C 
=0. 
38.10 Sca E un subespacio del espacio vectorial tridimen- 
sional (véase el problema 35.16). Demuestre que E o es 
10), o es una recta que contiene a O, o es un plano que con- 
tiene 2.0, o es todo el espacio tridimensional. 
38.11 Para todo subespacio £ del espacio tridimensional 
sea El «== [ Y ; Y es un vector perpendicular a cada elemen- 
to de E] y sea (Eb) = [0 : 4 es un vector perpendicu- 
lar a cada elemento de EL]. Demuestre que (EL) = E. 
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39 ALGO MAS SOBRE LOS PLANOS 


Ya conocemos las propiedades más impor- 
tante de los planos, Dedicaremos esta sección 
a ejemplos y problemas ilustrativos. Utiliza- 
remos, según parezca más conveniente, ecua- 
ciones paramétricas o ecuaciones no paramé= 
tricas. Es más fácil resolver ciertos tipos de 
problemas- mediante la forma paramétrica; 
por ejemplo, los problemas relacionados con 
el cálculo de vectores tangentes a un plano, o 
con la determinación de puntos pertenecientes 
a un plano dado. Por otra parte, encontrar la 
normal a un plano, o decidir si un punto dado 
pertenece o no a determinado plano, son pro- 
blemas en los que resulta más fácil emplear 
la forma no paramétrica. 

Existe una forma de ecuación no paramétrica 
del plano que es utilizada con frecuencia y que 
se diferencia ligeramente de ta forma usual. 
Sabemos que el plano que contiene el punto 
P y que tiene por normal a Ves | X:(X — P) 
V =0i,SiP =(p.q.r)y V = {a. b. c), en- 
tonces este plano es, sencillamente, 

iye): Ke y, 2) — (p, q,19):(c, b, c) = 0) 
que equivale, realizadas las operaciones corres- 
pondientes, a 

[(2, y, 2): ar + by + cz = ap + bg + cr}. 
Algunas veces decimos que ax + by + cz = 
ap + bg + cres una ecuación escalar del plano. 

Así, por ejemplo, la ecuación vectorial del 
plano que pasa por (l, 2, 3) y es perpendicular 
a(—-1,2,2)es 

E ~ 1,2,3)1:(21,2,2) = 0 
oX- (—1,2, } = (l, 2, 3) (1,2,2) = 9 
Haciendo X = (x, y, z ) podemos transformar 
la ecuación en (x, y. z)- (—1, 2, 2) = 9, o —x 
+2y+2z=9. 

Es factible invertir este proceso. No es di- 
ficil probar el siguiente teorema 
39.1 Teorema. Si a, b, e y d son escalares, no 
todos nulos, entonces Í (x, y, 2): ax + by + 
ez = d | es un plano, y (a, b, c ) es normal a 


m. Sia = 0, entonces ax + by + 
ez = d, si y sólo si a(x — d fa) + by + cz = O, 
condición que se cumple si y sólo si [(x, y, z} 
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— (dja, 0,0)]- (a. b. c) = 0, Por tanto, 
Mx yzy ax + by +e =d = lji y 
z)— (dja, 0,0)]- (a, b, c) = 0 |. Ahora 
bien, es evidente que este último conjunto es 
un plano que contiene a (d/a, 0, 0) y que es 
perpendicular a (a, b, c). Los casos en que 
bæ 0 o c>0 son exactamente iguales al caso 
en que a£0. J 

Damos unos pocos ejemplos del empleo de 
los teoremas sobre planos. 
39.2 Ejemplo. Se pide encontrar una ecuación 
vectorial del plano M = I(x, yz): 2x— 3y 
+ 6z = 41 Sabemos que (2, —3, 6) es, por 
el teorema 39.1, perpendicular al plano M. Si 
conociéramos las coordenadas de algún punto 
del plano, podríamos aplicar el teorema 38.5 
para una ecuación vectorial. No es difícil ob- 
tener un punto del plano. Por ejemplo, si y = 
z = 0, entonces 2x = 4, y x = 2; por tanto, 
(2, 0,0) € M. También hubiéramos podido, 
por ejemplo, haber tomado x = y = 0, con lo 
que 6z = 4, yz = ¿ , de modo que (0, O, 
2 )€ M. En consecuencia, [X — (2, 0, 0) ] 
+(2, —3, 6) = 0 es una ecuación vectorial de 
M. 
39.3 Ejemplo. Se pide encontrar una ecuación 
vectorial y una ecuación escalar del plano M = 
(12D) +r(2,1,1) + s(l, —1, 2) 7, s es 
calares |.. Por el teorema 38,4 sabemos que 


GUNG 


es normal a M. Es claro que (1, 2, 3) € M, 
como se puede verificar con sólo hacer r = 
s=0 en la ecuación paramétrica de M, Por 
tanto, el plano M contiene a (1, 2, 3), y es per- 
pendicular a (3, —3, —3). Conforme al teore- 
ma 38.5, una ecuación vectorial de M es 

X — (1,2, 3)1-(3, —3, —3) = 0. 
Por supuesto que, del mismo modo, podríamos 
establecer que 

[X— (1,2, 3): (1, 1,1) = 0 
es también una ecuación vectorial de M puesto 
que (l, —1, —1) = (3) (3, —3, —3). Por 
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último, para la ecuación escalar, hagamos X 
= (x, y, 2) con lo que 


((x, 4,2 — A 2,310, =1, =) =0, 
es decir 


(5,49, 3: (1, =1, =1) — (1,2, 3): 

(1, -1,-D=0, 

lo que conduce a 

z—y=z+4= 
39.4 Ejemplo. Se pide buscar una ecuación 
paramétrica del plano M = f(x, y, zX): x + 
y — z = 2) Probablemente el modo más 
fácil de resolver los problemas de este tipo con- 
e en encontrar tres puntos que pertenezcan 
al plano, y aplicar, después, el teorema 36.7. 
Six = y = 0, emonces z = —2; si y = z = 
O, entonces x = 2; six = z 0, entonces y 
= 2. Por tanto, D = (0, 0, —2), E = (2,0, 0) 

y F = (0, 2, 0) pertenecen a M. Entonces, 


E — D = (2,0,0) — (0,0, —2) = (2, 0, 2) 
y 
F — D = (0,2,0) ~ (0,0, —2) = (0, 2, 2). 


En consecuencia, M = 1D + r(E— D) 
+ s(F— D): r, s escalares | = (0, 0, —2) 
=+ r2, 0, 2) + s(0, 2, 2): r, s escalares |, de 
donde X (7, s) = (0, 0, —2) + r(2, 0, 2) + 
s{0, 2, 2) es una ecuación paramétrica de M. |] 
39,5 Ejemplo. Sc pide encontrar el punto P 
que pertenece tanto al plano M = [ X: X-(2, 
1, 2) = 5} como a la recta £ que contiene el 
punto (4, 4, 1) y que es normal a Af. El vector 
(2, 1, 2) es normal a M, y, por tanto, es un vec- 
tor direccional de la recta L. Consecuentemente, 
X(1) = (4,4, 1) +10, 1, 2) es una ecuación 
paramétrica de £. Necesitamos, ahora, caleular 
un valor escalar y tal que X(1) E M: es decir, 
que X(1)- (2, 1, 2) = 5, que equivale a [(4, 
4D0+:£(Q,1,2)]-+(2, 1,2) = 3. Supuestas 
las correspondientes operaciones, se obtiene 
que 14 + 91 = 5, ó 9 = —9, de donde ¢ = 
—I. En conclusión, X(—1) = (4, 4, 1) —1 
(2, 1,2) = (2, 3, —1) es el punto pedido. 

Es probable que este tipo de problema pueda 
también resolverse fácilmente si se utilizan 
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la ecuación escalar no paramétrica de M y la 
ecuación escalar paramétrica deL. | 

39.6 Definición. Dos planos son paralelos 
si existe un vector que sea normal a ambos; 
son perpendiculares si existe un vector que sea 
normal a uno de ellos y perpendicular a algún 
vector normal al otro plano. 


e 
O 


Planos paratelos 


Planos perpendiculares 


Figura 39.1 


También hubiéramos podido definir correc- 
tamente el paralelismo de dos planos estable- 
ciendo que dos planos son paralelos si rodo vec- 
tor normal a uno de ellos es también normal 
al otro, puesto que, si dos vectores cualesquiera 
son normales a un mismo plano, necesariamente 
cada vector es múltiplo no nulo del otro. 

39.7 Ejemplo. Se pide encontrar una ecuación 
vectorial del plano M que contiene el punto 
(1, 1, —2) y es paralelo al plano 2x — y + 
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3z 1. El vector (2, —l, 3) es normal a este 
último plano, y, por tanto, de acuerdo con la 
definición 39.6, también lo es al plano M. En 
consecuencia, puesto que (2, —1, 3) es normal 
al plano M y éste contiene el punto (1, 1, —2), 
una ecuación vectorial de M será 


[X= (111,-21:2,-1353=0 J 


39.8 Ejemplo. Se pide una ecuación vectorial 
de un plano M que pase por el punto (l, —2, 
2) y sea perpendicular a los planos | ( x, y, z ): 
x— y +z=l! y ly zh dry 
2 |. El vector (1, —2, 1) es normal al primero 
de estos dos planos, y (3, —1, 0) es normal al 
segundo. Según la definición 39.6, un vector 
normal al plano M tiene que ser perpendicular 
a cada uno de los vectores linealmente inde- 
pendientes (1, —2, 1) y (3, —1, 0); en conse- 
cuencia, ha de ser un múltiplo escalar de 

(1, —2, 1) x (3,—1,0) 


Es E IM _ JE] [12 
Ali ol la oh —1 
=(1,3,5). 

Así, una ecuación vectorial de M es 


[X — (1, -2,2))-4,3,5)=0. | 


PROBLEMAS 


39.1 Encontrar dos vectores V y P tales quef X: (X — P) 
W0! lx 23 234770881 
39.2 Encontrar un vector Y y un escalar r tales que (A: 


X=ri= (xy, 2x4 2y432=61 


39.3 Encontrar un vector Y y un escalar r teles que 1X < 
xv 


ri= liL D +s 3, 5) + PA E A 
resh 
39d Dado M = I(x, yzy x +y +z = 11 encontrar 
tres vectores A, B y C tales que M = |A + r8 + sC 
r,s escalares. 
39.5 Dar una ecuación vectorial del pleno que pasa por 
(1,2, 3) y es paralelo al plano | (x, y, z) x— y— z = 11 
39.6 Encontrar el plano que pasa por ($, $, 7) y que es per- 
pendicular a cuda uno de los planos M y N tales que M 
Mraz UN rr 1 
39.7 Encontrar el punto que pertenece al plano M = | 
X4E2.2,1)=0! y a la recta que, normal a M, pasa 
por el punto (3, 4, 7). 
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39.8 Encontrar el punto del plano |X: X- {1,1 = 2} 
que está más cerca del vector (—2, — l, —2) 

39.9 Demostrar que la distancia desde el punto P = ( xu 
su zo) al plano ax + by + cz — d = 0 {es decir, la dis- 
tancia cntre P y el punto más cercano del plano) es 


lero + Oya + cza — dl 


Vea 


39.10 Demostrar que, dados cuatro planos en el espacio 
tridimensional, no es posible que cada plano sen perpendi- 
cular a cada uno de los otros tres, 

39.11 Demostrar que, si los planos M y N son paralelos, 
y MÍN no es vacía, entonces M = N. 

39.12 Demostrar que un plano M es perpendicular a un 
plano N si y sólo si existe un vector normal a M que sea 
paralelo a. 


40 ALGO MAS SOBRE LAS RECTAS 


En esta última sección de geometría vectorial 
investigaremos las “relaciones” existentes entre 
las rectas y los planos del espacio tridimensional. 
Hemos visto que cada plano tiene una ecuación 
no paramétrica, y que, con frecuencia, es más 
conveniente utilizar esta ecuación que una 
ecuación paramétrica, Con sólo observar una 
ecuación no paramétrica de un plano es posible, 
por ejemplo, encontrar un vector normal al 
plano, mientras que, para obtener esta misma 
información a partir de una ecuación paramé- 
trica, nos vemos obligados a realizar un pro- 
ducto vectorial. En las rectas, sin embargo, 
ocurre todo lo contrario. Veremos que una recta 
puede determinarse mediante un par de ecua- 
ciones no paramétricas, pero que, para obtener 
un vector-dirección de la recta, es necesario 
efectuar un producto vectorial, mientras que 
bastará examinar una ccuación paramétrica 
para conseguir el mismo resultado. 

Abrimos la sección con un teorema referente 
a la intersección de una recta con un plano. El 
método de demostración empicado es directo; 
ya lo hemos utilizado en los ejemplos de la 
sección precedente. 

40.1 Teorema. Si una recta £ no es paralela 
a un plano M, entonces la intersección L N M 
consta exactamente de un solo punto. 
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Demostración. Sean L = 14 + 1B: 1, esca- 
lariy M=iX:X:U=a!. Entonces. un 
punto 4 + 1B de £ pertenece a M si y sólo si 
(4 + 1B): U = a. Así ocurre, omitidas las 
operaciones intermedias, si y sólo si (8 + U)! = 
a— A - U. Ahora bien, U es normal a M, y B 
es un vector-dirección de £; por tanto, U no es 
perpendicular a B y, en consecuencia, B- U * 0. 
Por tanto, ; = (a — A - U)/(B - U) es el úni- 
co valor de £ que hace que A + +B € M. La 
intersección £ f) M consta, pues, de este único 
punto. 

El siguiente teorema es una de las dos prin- 
cipales conclusiones de esta sección. 


40.2 Teorema. Si M y N son dos planos no 
paralelos, y los vectores U y V son, respectiva- 
mente, normales a M y N, entonces M fì N es 
una recta y U x Y es un vector director de 
dicha recta. 


Demostración. Ante todo probaremos que M 
N N no es vacía. Para ello, supongamos que 
M=|A +rB + sC: r, s escalares |, donde 
B y C son linealmente independientes. Asegura- 
mos que no es posible que B y C scan ambos 
perpendiculares a V porque, entonces, Y sería 
paralelo al vector B X C, (normal a M), y 
hemos supuesto que M y N no son paralelos. 
Podemos, pues, aceptar que, por ejemplo, B no 
es perpendicular a Y. Entonces, la recta (A + 
tB: t, escalar ' no es paralela a N, y, por el teo- 
rema anterior, existe un punto de esta recta, 
por ejemplo el punto A +18, que también 
pertenece a N, Ahora bien, es evidente que el 
punto 4 + {B + OC pertenece a M, y, por 
tanto, MIN no es vacía. 

Sea P un punto de M f N. Entonces, M = 
=P Uol EN EASP 
= 0l; de donde, un punto X pertenece al 
mismo tiempo a M y a N si y sólo si X — P es 
un múltiplo escalar de U X V. Asi, XEM N 
N siysólosi X— P sU XV para algún 
escalar 1, y, en consecuencia, M f} N es la recta 
{P +U XV: s escalari. F 


40.3 Ejemplo. Se pide encontrar una ecuación 
paramétrica de la recta intersección de los 
planos 
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M =| (x,y, 2): 2x—y+z=4! 
y 

N =} (x.y.z):x + yz =2!. 
Por el teorema precedente sabemos que la in- 
tersección es una recta, y que 


2,1, XxX (1,11 


1 Ro gj- 
Tajo 


=(0,3,3) 


es un vector-dirección de la recta, Por tanto, 
(0, 1, 1) = ($0, 3, 3) es también un vector- 
dirección de la recta. Como conocemos un 
vector-dirección de la recta, necesitamos, para 
dar una ecuación paramétrica, conocer también 
las coordenadas de un punto de la recta. Hay 
varios modos de encontrar este punto. Por 
ejemplo, si z = 0, entonces (x, y, z} pertene- 
cerá tanto a M como a N si y sólo si 


2x—y+0=4 
x+y-0=2 


AL resolver este sistema llegamos a que x = 2, 
y = 0; de modo que (2, 0, 0) € MN N. Por 
tanto, la recta M f) N es i (2, 0, 0) + z ©, 4, 1): 
4, escalar |. 

Podemos verificar el resultado obtenido con 
sólo comprobar que, para todo ¢, las coordena- 
das del punto (2, 0,0) + r(0, 1, 1) = (2, 2, 2) sa- 
tisfacen las ecuaciones 2x — y + z =4,x + 
y— z= 2; de donde, el punto pertenece tanto 
a M comoa N. 

No hay dificultad en invertir el proceso quc 
hemos expuesto, Dada una recta 

L=}A +18: 1, escalar |, 
es posible encontrar dos planos M y N tales que 
L =MANN. Los planos, sin embargo. no son 
únicos; dos planos no paralelos cualesquiera 
que contengan la recta dada satisfacen la condi- 
ción pedida. Encontraremos todos los planos 
que contienen una recta dada. 


40.4 Teorema. El plano que contíene la recta 
LA +:1B: 1, escalar! y que es paralelo a un 
vector U no paralelo a B, es el plano 

M=! XA(X—A)JBXU=01 
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Demostración. Los vectores B y U son parale- 
los al plano M y, por tanto, B x U es normal a 
M. Como hemos supuesto que 4 pertenece a M, 
concluimos que, por el teorema 38.5, 
M=|X:(X—A)-(Bx U)=0)l. 

Así, M es el único plano que satisface la con- 
dición exigida. Sólo resta verificar que M con- 
tiene la recta (4 + £B: t, escalar |. En efecto, 
como, para todo punto X = 4 + +B de la rec- 
ta, se cumple que (Y — A): BX U = [(4 + 
1B)-4]:BxU=1B-BxC=0, en- 
tonces todo punto de la recta está contenido en 
el plano M. Ë 

Como consecuencia del teorema precedente 
podemos afirmar que el plano que es paralelo 
al eje y, y que contiene la recta | (1, 2, 3) + e(2, 
1,2): £, escalar ), tiene por ecuación 

W — (l, 2, 3)]: (2, 1,2) x (0, 1,0) =0 
puesto que (0, t, 0) es un vector-dirección del 
1 A 


eje y, Como 
2 2| ¡2 1 
en,axo0= (hb) 
= 2,02, 


entonces 
[X— (1, 2, 3)] (2, 0,2) = 0. 
Si hacemos X = (x, y, 2), obtenemos la ecua- 
ción escalar 
Kx, y, 24 — (1,2, 39]: 2, 0, 2) = 0; 
es decir, —2x + 2z — 4 = 0. 

.El problema de encontrar planos que sean pa- 

ralelos a los ejes coordenados y que contengan 
una recta dada se puede resolver, en general, 
por el procedimiento que acabamos de aplicar; 
el teorema 40,4 puede aplicarse a cada uno de 
los vectores-dirección de cada eje. No obstante, 
es más fácil utilizar un razonamiento ad hoc 
tal como se hace en el ejemplo siguiente: 
40.5 Ejemplo. Se pide encontrar tres planos 
que tengan por intersección común la recia 
L=1(1,2, 3) + 43, —2, 2): 1 escalar į, y 
tales que cada plano sea paralelo a uno de los 
ejes de coordenadas. Un punto (x, y, z) pertene- 
ce a L si y sólo si (œ, y, 2) = (1,2,3) + t3, 
—2, 2) para algún escalar £, o, equivalente- 
mente si y sólo si, para algún £, 
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Moultiplicando la ecuación (1) por 2, la ecuación 
(2) por 3, y sumando los resultados, obtenemos 
(4) Ue —1) + Xy —2) = 2x + 3y —8 = 0. 
Esta es la ecuación de un plano paralelo al eje z 
tal que la recta £ está contenida en dicho plano. 
Del mismo modo, operando con (2) y (3), y con 
(1) y G) respectivamente, llegamos a 

5 y+z—5=0,y 

(6) 2x—3z+7=0 

que son ecuaciones de planos que también con- 
tienen la recta £. Evidentemente, (5) es la ecua- 
ción de un plano paralelo al eje x, y (6) la de un 
plano paralelo al eje y. La intersección de dos 
cualesquiera de los planos representados por 
(0), (5) y (0) es la recta £, 

En la figura 40.1 aparecen la recta £ y dos 
planos que se intersectan en £ y que son, ade- 
más, paralelos a los ejes de coordenadas. 

Cerramos la sección con un ejemplo en el que 
es mucho más conveniente representar una recta 
mediante la intersección de planos. 


z 


NT A 


Figura 40.1 


40.6 Ejemplo. Se pide encontrar una ecuación 
del plano que pasa por el punto —2, 1, 2) y que 
contiene la recta L, intersección de dos planos 
M y N tales que 


M-i yz xpa] 


< 


N =}, y zx +y 2z +40 
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El recurso que utilizaremos es el siguiente: 
Consideremos la familia de planos representada 
por la ecuación 
0) Oxr—y +22) +k +y 22 

+4) -0, 
donde k es un escalar, Esta familia de planos 
contiene la recta £ porque, si (x, y, 2) € L, en- 
tonces 2x— y +2—2=0x +3 —22 + 
4=0, en consecuencia, la combinación 
lineal (2x — y +2—2) + kíx + y —22 +4) 
es cero. El paso siguiente consiste en calcular 
un k tal que el punto (—2, 1, 2) pertenezca a la 
familia (1). Es decir, buscamos un k tal que 


22) — (1) + (2) — 2) + HC + 0) — 
2(2) +4) =0-5+k-1)=0 
Así, si k = —5, entonces (—2, 1, 2) pertenece 
a la familia (1). Entonces, 
Qr — y + 2 = 2) — Sle + y 2244) =0 
—3r — 6y + liz — 2 = 0 


es la ecuación del plano que pasa por el punto 
(2, 1.2) y que contiene la recta L, 
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PROBLEMAS 


40.1 Probar que, si (a, b, c) = (0,0, 0), entonces, al menos 
dos de los vectores (b, a, 01, (0, c, b) y (e, O, a) son lineal 
mente independientes. 

40,2 Encontrar la recta M M N, donde M = LACA (1, 
LD=0ly N=ÍX:X-(1,0.1)=01 

40.3 Encontrar la recta Mf N, donde M = {XCX - (2, 
LD=2 y N=1XX (1,1, =01 

40.4 Encontrar la recta MN N, donde M = XCX T, 
1r)=31y N=1X0X-(0,2,0)= m) 

40.5 Encontrar una ccuación vectorial del plano que con- 
tiene la recta 1(2, 3, 1) + 41, L O} s, escalari, y que 
es paralelo al vector (1, L, 3) 

40.5 Encontrar una ecuación vectorial del plano que con- 
tiene la recta 1(0, 0, 1) + r(--1, 1, 2). r, escatar}, y que 
es paralelo a | (3,7, 1) + (4, 1, 8) u, escalar | 

40.7 Encontrar el plano que pasa por (S, 7, 12) y que con- 
tiene la secta M f}N, donde Mei XX -(3,2,4) = 8! y 
N=1XA-:(2.3,4) ="104, 

40.8 Encontrar ires planos paralelos a los ejes de coordena- 
das y tales que la intersección de dos cualesquiera de ellos 
sea da recta 12(1, 1, 1): r, escalar | 

40.9 Encontrar tres planos paralelos a los ejes de coordena- 
das y 1ales que la intersección de dos cualesquiera de etos 
scala recta (1,2, 3) + 103,2, L} £, escalar } 

40.10 Sean R y £ dos rectas del espacio tridimensional 
tales que LAR $ pero L = R. Probar que sotamente 
existe un plano que contiene LU R 


CAPITULO 7 


Algebra Lineal 


En este capítulo se continúa el estudio de los 
espacios vectoriales. Como ahora nos dedica- 
remos a espacios vectoriales de cualquier di- 
mensión, no nos resultan convenientes los mé- 
todos aplicados en la discusión de la geometría 
del espacio tridimensional. En particular, por 
ejemplo, no existe en los espacios de dimensio- 
nes mayores una operación análoga al pro- 
ducto vectorial definido en los vectores del es- 
pacio tridimensional. No obstante, podemos 
establecer teoremas donde se generalicen a 
espacios vectoriales de cualquier dimensión 
las proposiciones referentes a rectas y planos. 
Las rectas y los planos son casos especiales de 
los conjuntos llamados variedades lineales, y 
ya veremos que toda variedad lineal puede ser 
expresada mediante ecuaciones paramétricas 
o mediante ecuaciones no paramétricas. 

El más importante de los nuevos conceptos 
que estudiaremos en este capítulo es el de /as 
transformaciones lineales, Discutiremos bas- 
tante detalladamente las transformaciones li- 
ncales; las conclusiones geométricas mencio- 
nadas en el párrafo anterior se derivarán de los 
teoremas sobre transformaciones lincales, 
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En esta sección resolveremos un problema 
que atañe a los espacios vectoriales de cualquier 
dimensión; problema que Jos procedimientos 
aprendidos en los capítulos anteriores sola- 
mente pudieron resolver en los espacios de 2 y 
3 dimensiones. El problema es éste: Dado un 


conjunto de vectores, deseamos encontrar un 
método que nos permita determinar si los vec- 
tores dados son linealmente independientes o 
no. Resultará, sin embargo, que el método en- 
contrado será un instrumento aplicable en 
muchos casos donde no se investiga precisa- 
mente la dependencia lineal. 


Comenzaremos por notar que existen ciertos 
conjuntos de vectores cuya independencia lincal 
es fácil de determinar. Sabemos que (1, 0) y 
(0, 1) son linealmente independientes, y es fácil 
ver que (t, 1) y (0, 1) son también linealmente 
independientes: si a(l, 1) + b(0, 1) = 0, en- 
tonces, considerando las primeras componen- 
tes, a(l) + b(0) = O implica que a = 0; de 
donde, considerando las segundas componentes, 
b(1) = O, El mismo razonamiento se aplica a 
un caso más generalizado. Así, los vectores 
(e, 5) y (0, e) son linealmente independientes, 
supuesto que r * 0 y 1 0, Todos estos argu- 
mentos son válidos en los espacios tridimensio- 
nales. 

41.1 Teorema. Si ninguno de los escalares r, 
u, w es nulo, entonces los vectores (7, s, £), (0, 
u, v) y (0, O, w) son linealmente independientes. 
Demostración. Establezcamos la combinación 
lineal a(r, s, t) + 5(0, w, v) + c(0, 0, w) = 
(0, 0, 0) y probemos que a = b = ¢ = 0. En 
primer lugar, observemos que la primera com- 
ponente dei vector-suma es exactamente ar; 
entonces, ar = 0, y, puesto que r % 0, tene- 
mos que a = 0. Como a = 0, la segunda com- 
ponente del vector-suma se reduce a bu; 
entonces, bu = 0, y, puesto que x = 0, obte- 
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nemos b = 0. Por último, ya que a = b = 0, 
la tercera componente del vector suma es cw, 
de donde inferimos que c = 0. I 
La discusión precedente nos permite afirmar, 
por ejemplo, que (2, 7) y (0, —2) son lineal- 
mente independientes, y que (2, 2, 2), (0, 3, 
1) y (0, O, 4) también lo son. Parece lógico que 
este procedimiento pueda extenderse a otras 
dimensiones, y, así, podemos conjeturar que 
(1, 2, 3, 4), (0, 0, 2, 1) y (0, O, O, 7) son lineal- 
mente independientes. En realidad, si se medita 
un poco, es evidente que el argumento utilizado 
en la demostración del teorema 41.1, donde, en 
pasos sucesivos, dedujimos que los coeficientes 
de la combinación lineal eran nulos, es válido 
siempre que las componentes de un vector 
cualquiera comience por una cadena de ceros 
mayor que la del vector precedente. Es conve- 
niente que añadamos que un arreglo rectangu- 
lar de números tiene forma canónica si cada 
fila comienza por una sucesión de ceros mayor 
que la anterior. Las últimas filas pueden cons- 
tar únicamente de ceros. En conclusión, pode- 
mos establecer la siguiente regla. 
41.2 Regla*, Dado un conjunto de vectores, 
construya un arreglo escribiendo las componen- 
tes de los vectores en filas sucesivas. Si el arre- 
glo tiene forma canónica, y si ninguna de las 
filas consta de ceros únicamente, entonces los 
vectores dados son linealmente independien- 
Les. 
Consideremos, por ejemplo, los siguientes 
arreglos: 
(a) 2 7 (b) 2 2 
0-2 0.3-1 
00 4 
1 
1 
2 


* Preferimos utilizar aquí “regla” en vez de “teorema” 
porque, como no hemos definido “regla” ni “arreglo”, 
nuestra proposición carece de precisión matemática, Defi- 
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Los arreglos (a), (b) y (e) tienen forma canó- 
nica, pero (d) y (e) no. La regla 41.2 nôs dice 
que, en (a), (2, 7) y (0, —2) son linealmente in- 
dependientes; que, en (b), (2, 2, 2), (0, 3, —1) y 
(0, 0, 4) son lincalmente independientes; que, 
en (c), (2, 2, 2, 2), (0, 0, =I, 1) y (0, 0, 0, 0) 
son, sin duda, linealmente dependientes. Nin- 
guna información nos da la regla 41.2 sobre 
los vectores (2, 3, t), —l, 2, 1) y (0, 1, 2) que 
aparecen relacionados en (d); tampoco nos 
brinda información sobre los vectores (0, 2) y 
(3, 1) que forman el arreglo (e). Ahora bien, 
los vectores del arreglo (e) pueden reescribirse 
de manera que la segunda fila pase a ser la pri- 
mera; esta sencilla alteración en el orden de 
colocación de las filas hace evidente que dichos 
vectores sean, de hecho, linealmente indepen- 
dientes. 

Esta última observación es el inicio de una 
discusión de un método para decidir sobre pro- 
blemas de independencia lineal. Para determi- 
nar si los vectores que forman un arreglo son 
linealmente independientes, efectuaremos di- 
versas clases de operaciones en las filas, (ope- 
raciones que no alteran la dependencia o la 
independencia lineal de los vectores), hasta ob- 
tener un arreglo que presente la forma canóni- 
ca. Es evidente que el cambiar el orden de colo- 
cación de los vectores en el arreglo no afecta 
la independencia lineal. El único otro recurso 
que necesitaremos consiste en sustituir un vec- 
tor por una combinación linea! conveniente de 
dicho vector con algún otro vector. En el lema 
siguiente se justifica esta sustitución en el caso 
de un arreglo de tres vectores. 

41.3 Lema. Scan A, B, y C tres vectores, y 
sea Bı = rA + sB. donde s * 0, Los vectores 
A. B y C son linealmente independientes si y 
sólo si A, Bı y C son linealmente indepen- 
dientes. 

Demostración. Supongamos que 4, B y C 
son linealmente independientes y que a4 + bB, 
+ cC = 0, Probaremos que a = b = ¢ = 0, 


miremos “matriz”, y un “arreglo” es, precisamente, una 


matriz, un arreglo no es más que un conjunto finito de vec- 
tores. 


SEC. 41 


con lo que A, B, y C serán linealmente inde- 
pendientes, En efecto, ad + bB: + cC = ad 
+ DGA + s8) + cC = (a + br)A + sbB 
+ ¢C = 0. Ahora bien, como hemos supuesto 
que A, B y C son linealmente independientes, 
entonces a + br = sb = c = 0; más aún, 
puesto que s * 0, deducimos fácilmente que 
a=b=c=0. 

Para probar el recíproco, basta observar que 
los vectores A, B y C del arreglo corresponden 
exactamente a los vectores A, (1/5)8 1 — (+/5) 
A, C, y. con vista a ello, aplicar el mismo ar- 
gumento. 


Aunque el lema precedente se refiere a un 
arreglo de tres vectores, es fácil comprobar que 
la demostración puede ampliarse a cualquier 
número de vectores. Damos por supuesto que 
el lema es aplicable a cualquier arreglo de vec- 
tores, 

Para facilitar la aplicación de los conceptos 
anteriores es conveniente disponer de una ter- 
minología adecuada. 


41.4 Definición. Dado un conjunto de vectores, 
cualquier conjunto que se obtenga a partir de 
él mediante cualquiera de las operaciones si- 
guientes: 

(a) cambio de orden en la colocación de los 
vectores, 

(b) sustitución de un vector B del arreglo 
por una combinación lineal rA + sB, 
donde A es un vector del conjunto, y $ 
0, 

es equivalente al conjunto original. 


Las conclusiones anteriores pueden quedar 
establecidas en el siguiente teorema: 


41.5 Teorema. Supongamos que un conjunto 
de vectores es equivalente a otro. Entonces, 
los vectores del primer conjunto son linealmen- 
te independientes si y sólo si los vectores del 
segundo conjunto son linealmente indcpendien- 
tes. 


Ya veremos que cualquier arreglo de vec- 
tores es equivalente a un arreglo que presenta 
Torma canónica. Comencemos por dar un ejem- 
plo ilustrativo, 
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41.6 Ejemplo. Se pide investigar si los vec- 
tores (1, 2), (—2, 1) y (4, 2), pertenecientes al 
espacio bidimensional, son lincalmento indepen- 
dientes o no. Observamos el arreglo 


& i 2 
© -2 1 
© 4 2 


y comprobamos que lamentablemente está 
muy lejos de tener la forma canónica, No obs- 
tante, se nos ocurre que, si a la segunda fila le 
añadimos un múltiplo conveniente de la prime- 
ra, obtendremos un cero al comienzo de la se- 
gunda; el mismo razonamiento nos permite 
la obtención de un cero al principio de la ter- 
cera fila, Sabemos también que un vector pue- 
de ser sustituido por la suma de un múltiplo 
no nulo de dicho vector con otro vector del con- 
junto, y que el arreglo resultante es equivalente 
al original. Parece pues, una buena idca sus- 
tii Opr +20.y0pr0-140. 


La siguiente tabla indica estas sustituciones. 


© iE 
© gas 
o 4—2? 
0=0+20 0 5 
90=0-140 0 =o 


Esta tabla no es más que un arreglo de los vec- 
tores (D= (1, 2), D = (0, 5) y O) = (0, —5). 
Los vectores (E) y Ode la lista original han sido 
reemplazados, respectivamente, por los vecto- 
res (E) y © . Por supuesto, el arreglo obtenido 
tampoco tiene forma canónica, pero la tendría 
si el último número de la fila (3) fuera cero. Pa- 
ra ello, sustituiremos (8) por una conveniente 
combinación de Y) y ©. A continuación indi- 
camos las operaciones realizadas a partir del 
último arreglo ya obtenido. Se omiten Jos vec- 
tores © y ®© porque ya han sido sustituidos 
anteriormente. 
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®© 1 2 ra ello, sustituimos, como antes, cada fila por 

i una conveniente combinación de la fila con la 

O = 0 +20-——0-—5 segunda. Se repite el proceso para ir eliminan- 
O=0-10 0 —6 do los primeros elementos no nulos de las filas 

p siguientes. Si encontramos un cero en el lugar 
0-50 +50 AS crítico de la fila que pensamos utilizar para 
Hemos arribado, por fin, a una forma canó- eliminar elementos de las otras, tanto mejor. 
nica. Concluimos que el conjunto (1, 2), (0, Recordemos que cambiar el orden de coloca- 


—6), (0, 0) es equivalente al conjunto original 
(1, 2), (4, 1), (4, 2). En consecuencia, (1, 2), 
(—2, 1) y (4, 2) son linealmente dependientes 
toda vez que el conjunto equivalente formado 
por (1, 2), (0, —6), (0, 0) es linealmente depen- 
diente como se desprende de (0) (1, 2) + (0) 
(0, —6) + (1) (0, 0) = (0, 0). Como ya sabe- 
mos que (1, 2), (2, 1) y (4, 2) son linealmente 
dependientes, nos sentimos obligados a averi- 
guar cuál es la combinación lineal de ellos que 
es igual a (0, 0), En realidad, no es difícil sa- 
berlo. Observemos que, mediante sustituciones 
sucesivas, $e obtiene: 


(0,0=0 
=50+60 + 


=50 - 40) +50 +20) 
= -80 + 60 +50. 


Como comprobación, veriiicamos que, en efec- 
to, —8(1, 2) + 622, 1) + 54, 2) ES, 
—16) + (12, 6) + (20, 10) = (0,0). | 
Hagamos un resumen informal del procedi- 
miento que hemos aplicado, Nuestro problema 
consiste cn transformar un arreglo, mediante 
ciertas operaciones, en otro arreglo que presen- 
te forma canónica. Las operaciones efectuadas 
reciben el nombre de “operaciones elementales 
en las filas”. Para comenzar el proceso utili- 
zamos la primera fila, supuesto que su primer 
elemento no es cero. La primera fila nos sirve 
para “eliminar” el primer elemento de cada 
una de las filas restantes; para ello, se susti- 
tuye cada fila por una combinación convenien- 
te de dicha fila con la primera. A continuación, 
dejamos la primera fila en su forma original. 
y utilizamos la segunda fila, supuesto que su 
segundo élemento no es cero, para “eliminar” 
el segundo elemento de cada fila siguiente; pa- 


ción de los vectores de un arreglo produce un 
nuevo arreglo equivalente al anterior. De modo 
que la aparición inesperada de tal cero no sólo 
no perjudica el trabajo, sino que, por el con- 
trario, nos ayuda a abreviar las operaciones 
necesarias, 

El procedimiento esbozado en el párrafo 
anterior nos prueba lo siguiente. 

41.7 Teorema. Todo conjunto de vectores es 
equivalente a un conjunto que se puede dispo- 
ner en un arreglo de forma canónica. 

Ya tenemos un método general para decidir 
si los vectores de un conjunto dado son lineal- 
mente independientes o no. Basta llegar, me- 
diante operaciones elementales, a un arreglo 
de forma canónica. Si en el arreglo de forma 
canónica ninguna fita consta únicamente de 
ceros, los vectores de este arreglo, y, en con- 
secuencia, los vectores del conjunto original, 
son linealmente independientes. Sí todos los 
elementos de alguna fila son nulos, entonces 
los vectores del conjunto original son lincal- 
mente dependientes, y, por sustituciones suce- 
sivas, podemos encontrar una combinación 
lineal, no trivial, nula. 

Veamos el método aplicado en un ejemplo 
más. 

41.8 Ejemplo. Se nos pide que digamos si los 


vectores (1, 2, 3), (2, —L, 1) y (1, 7. 8) son li- 
nealmente independientes O no. Operando: 
o E 

o 211 


O — | 7 — 8 
O = 0 - 20 0—=5—=5 
0-0-0 0 5 5 
©=0+0 0 0 0 
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Los vectores son, pues, linealmente depen- 
dientes. Por sustituciones sucesivas encontra- 
mos que 


(0,0,0) = © = © + © = (© - 20) + (© 
-0 = -3800+00 +0 
æ= —3(1, 2, 3) + (2, —1, 1) 
+0,7, 8), 


con lo que se confirma nuestro resultado. 

Un comentario fimal: Más adelante encontra- 
remos un método más eficiente que el de las 
sustituciones sucesivas para expresar el vector 
nulo como combinación lineal no trivial de un 
conjunto dado de vectores linealmente depen- 
dientes. f 


PROBLEMAS 


41.1 Determine si cada uno de los siguientes conjuntos de 
vectores es linealmente dependiente o no. Si los vectores 
de alguno de los conjuntos dados son lineaimente dependien- 
tes, busque una combinación lineal, no trivial, de ellos, que 
sea igual al vector nulo. 


(a) (1,3, —2), (2,2, 6), (3, =2, 5) 
(b) (1,2,2), (1,1, 1), (2,3, 3) 

(o) (2,4, 6), (5,7, —3), (4,2, —1) 
(d) (1, —2), (3, —4), (—1, 5) 

(o) (2, —3), (4, —6), (6, —9). 


41.2 Determine si cada uno de los siguientes conjuntos 
de vectores es linealmente dependiente o no. Si los vectores 
de alguno de los conjuntos dados son linealmente depen- 
dientes. busque una combinación lineal, no trivial, de ellos. 
que sea igual a vector nulo, 


(a) (1,33), (512 (0) (13) (1,4) 
(b) (3, —1,2), (6, -2,4) (d) (G,—4), (6, —8). 


41.3 Determine si cada uno de los siguientes conjuntos de 
vectores es linealmente dependiente o no. Si los vectores 
de alguno de los conjuntos dados son linealmente depen- 
dientes, busque una combinación lineal, no trivial, de ellos, 
que sea igual al vector nulo. 


(Y (l, 1,3) (2, 3,5), (21,4, —2), (4,1, -2) 
(b) (2,0,4), (1, 1, —2), (3, —3, 0), (2, —1,3) 

œ) (1,10, (2,3), (1, 3, (0, 1) 

d) (1,2, 3.1), (~i, —1), (1,4). 
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41.4 Demostrar que, si 4. B y C son vectores, entonces los 
vectores A, B, € y O son linealmente dependientes 

41.5 Demostrar que, si los vectores A, B, C y D son lineal- 
mente independientes, entonces los vectores A, 8 y C son 
lincalmente independientes, 

41.6 Buscar tres vectores A, B y C talos que A, 8 y C sean 
linealmente dependientes, pero que A y B sean lincalmente 
independientes, B y C sean linealmente independientes, y 
C y A sean linealmente independientes. 

41.7 Buscar cuatro vectores A, B, C y D tales que A, B. 
C y D sean lincalmente dependientes, pero que tres cuales- 
quiera de ellos sean linealmente independientes 

41.8 Supongamos que, a partir del conjunto de vectores 
A, B, C, se llega, mediante las operaciones elementales 
definidas en 41.4, al conjunto Ð, E, F. Demuestre que, me- 
diante operaciones elementales, se puede obtener el conjunto 
A, B, Ca partir del conjunto D, E, F. (Más formalmente, 
prucbe que si (D, £ F) es equivalente a (4, B, Ch entonces 
(A, B, C) es equivalente a (D, E, F)) 

41.9 Demuestre a partir de las conclusiones de la sección 
41, que en ua espacio tridimensional no pueds haber más 
de tres vectores linealmente independientes. ¿Se puede ge- 
aeralizar este resultado a espacios vectoriales de cualquier 
dimensión finita? 

41,10 ¿Es posible encontrar números x, y, z, no todos nu- 
los, tales que 2x — 3y + dz = Oy x + y —1=0%Co- 
mience por reescribir estas ecuaciones bajo la forma 


(0,0) = (22 — By + 42,2 4 y — 2) 
=12, 1) +93, ) +48 1). 


41.11 ¿Es posible encontrar números w. x. y. 2, no todos 
nulos, tales que w—3x —y + z =0, 20 —=x + y +2=0, 
wo 2x + y — z = 02 ¿Puede Ud. descubrir un teorema 
general sobte “ecuaciones lineales homogéneas"? 

41.12 Dados los vectores (a, c). (b, d ), ¿qué condiciones 
son necesarias para que puedan existir dos números x, y. 
no ambos nuios, tales que ax + by = O y cx + dy = 0 


42 ESPACIOS Y BASES 


Iniciaremos en esta sección una generaliza- 
ción de los conceptos de recta y plano. El con- 
junto de todas las combinaciones lineales de un 
único vector no nulo es una recta a la que per- 
tenece el vecior nulo; el conjunto de todas las 
combinaciones lineales de dos vectores lineal- 
mente independientes es un plano al que per- 
tcnece el vector nulo. El conjunto de todas las 
combinaciones lineales de tres vectores tineal- 
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mente independientes es también un conjunto 
interesante; quizás podríamos llamarlo “un 
hiper-plano”. De hechos, nos estamos refi- 
riendo a conjuntos que pueden ser defínidos 
como todas las posibles combinaciones linea- 
les de los elementos de algún conjunto de vec- 
tores. Comencemos por dar una descripción, 
ligeramente distinta, de la clase de conjuntos 
que nos preocupan. 


42.1 Definición. Un espacio vectorial es un 
conjunto no vacío £ de vectores n-dimensiona- 
les (7 es algún entero positivo) tal que si X y Y 
son vectores pertenecientes a E, entonces aX + 
bY € E para todo escalar a y todo escalar b. 
Se dice que tal conjunto E es un subespacio de 
un espacio vectorial n-dimensional, 

Así, una recta a la que pertenezca el vector 

nulo es un espacio vectorial; por ejemplo, ł:(1, 
2, I): 1, escalar}. El plano {r(l, 1,1, D + 
s(2, 3, 1, $): r, s, escalares } es también un espa 
cio vectorial, El conjunto de todos los vectores 
3-dimensionales y el conjunto de todas los vec- 
tores 13-dimensionales son espacios vectoriales. 
El conjunto +(0, O)] es un espacio vectorial, 
aunque, sin duda, muy peculiar. Todos estos 
ejemplos pueden describirse como conjuntos 
de todas las combinaciones lineales de los elc- 
mentos de algún conjunto de vectores. En gene- 
ral, 
42.2 Teorema. Sea S un conjunto, no vacío, 
de vectores n-dimensionales. Entonces, el con- 
junto de todas las posibles combinaciones li- 
neales de los elementos de $ es un espacio vec- 
torial. 

Omitimos la sencilla demostración de este 
teorema, La demostración consistiría simple- 
mente en probar que, si X y Y son combina- 
ciones lineales de los elementos de algún con- 
junto de vectores, entonces toda combinación 
lineal de X y Y es también una combinación 
lineal de los elementos del conjunto dado. Es- 
tablezcamos la siguiente definición, 


42,3 Definición. Si M es un espacio vectorial 
y S es un conjunto, no vacío, de vectores, en- 
tonces M es generado por S si y sólo si M cs 
precisamente el conjunto de todas las combi- 
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naciones lineales de los elementos de S. Si M 
es generado por $, se dice que M es una gene- 
ración lineal de S. 

Así, el espacio bidimensional es generado 
por F(1, 0), (0, 1)t, pero también es generado 
por I (1, 1, (1, 2), (3, 0)1. El espacio vectorial 
frà, LD) + (1,2 1) 5, s, escalares les 
generado por [(1, 1, 1), (21,2, 1) L El con- 
junto [(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) } es genera- 
dor del espacio tridimensional. En general, 
no es difícil encontrar, para cada entero posi- 
tivo », un conjunto de n vectores que genere 
un espacio n-dimensional. 

Nos interesa, en particular, el problema de 

encontrar un conjunto de vectores linealmente 
independientes que sean generadores de un cs- 
pacio vectorial. 
42.4 Definición. Un conjunto B de vectores es 
base de un espacio vectorial M # {0l si y sólo 
si B es un conjunto de vectores linealmente in- 
dependientes y, además, $ es un generador de 
M. El conjunto $ es base del espacio vectorial 
LOL 

Así, 1(2, 1). (0, 2)! es base del espacio vec- 
torial bidimensional, mientras que + (2, 1), (0, 1), 
(3, 1) $, aunque genera dicho espacio, no es ba 
se del mismo porque los vectores no son lineal- 
mente independientes. Parece igualmente lógi- 
co, y no es difícil probarlo, que toda base de un 
espacio bidimensional tiene que constar de dos 
elementos. La generalización de esta proposi- 
ción es uno de los principales resultados de es- 
ta sección. Esta generalización se derivará del 
siguiente teorema. 


42.5 Teorema. SiS es generador de un espacio 
vectorial M, y B un conjunto de elementos de 
M linealmente independientes, entonces existen 
en S, al menos, tantos elementos como en B. 


Demostración. La demostración se fundamenta 
en un proceso de sustituciones. Es posible sus- 
tituir un elemento de $ por un elemento de B, 
y obtener un conjunto que también sea genera- 
dor de M. Formalmente, es posible que existen 
YESYXES talos que $ ~t Y i U | X t sea 
gencrador de M. Supongamos que hemos reali- 
zado sucesivamente cuantas operaciones de 
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esta clase sean posibles para obtener un conjun- 
to S' que sea generador de Af. Probaremos, 
como se enuncia en el teorema, que B es un 
subconjunto de $’. Por supuesto, X E B, pero 
AE S. Entonces, el vector X es una combina- 
ción lineal de elementos de $” puesto que $ 
es un generador de M. Existe, necesariamen- 
te, algún elemento Y de S' ~ B cuyo coefi- 
ciente en dicha combinación lineal no es cero, 
porque, de no ser así, sería X una combina- 
ción lineal de otros elementos de B, y hemos 
supuesto que B es linealmente independiente, 
En consecuencia, podemos “despejar Y” y en- 
contrar que Y es una combinación lineal de X 
y otros elementos de §'~ {Y |, Entonces, toda 
combinación lineal de elementos de S es una 
combinación lineal de X con elementos de $' ~ 
EY), y. por tanto, Y puede ser sustituido por 
X. Ahora bien, como previamente se supuso 
que se habían hecho todas las sustituciones 
posibles, el resultado obtenido es una contra- 
dicción. | 

Si tanto B como C son bases de un espacio 
vectorial M, entonces B tiene, al menos, tantos 
elementos como €, puesto que B es un genera- 
dor y C es linealmente independiente. Argu- 
mento semejante vale para probar que C tiene, 
al menos, tantos elementos como B. Entonces, 


42.6 Corolario. Si tanto B como C son bases 
de un espacio vectorial M, entonces B y C tie- 
nen el mismo número de elementos. 

Es verdadero, aunque no obvio, que todo es- 
pacio vectorial tiene una base. La demostración 
de esta proposición será planteada como pro- 
blema al final de esta sección. 


42.7 Definición. La dimensión de un espacio 
vectorial es el número de clementos que posce 
una base de dicho espacio. 

Así, el espacio bidimensional tiene dimen- 
sión 2 porque {(1, 0), (0, 1)! es una base de 
tal espacio. El plano (r (1, 1, 1) + s(2, 3, 1): 
r, s escalares] también tiene dimensión 2. La 
recta { r (1,2, 1, 1): r, escalar } tiene dimensión 
1,yir{1, $, L, 1) + s(0, t, 1, 1) + (0, 0, 1, 1): 
r,s, t escalares | tiene dimensión 3, 
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Si conocemos un conjunto de vectores que 
generan un espacio vectorial M, no es dificil 
encontrar una base de M. La forma canónica 
que estudiamos en la sección anterior nos sir- 
ve perfectamente; el único concepto nuevo que 
necesitamos es el siguiente. 


42.8 Teorema. Si dos conjuntos de vectores 
son equivalentes, entonces el espacio vectorial 
generado por los elementos del primer conjunto 
es idéntico al generado por los elementos del 
segundo conjunto, 


Demostración. Daremos la demostración para 
un conjunto de tres vectores, digamos X, Y y Z. 
Alterar el orden de colocación de los vectores 
dados no altera el espacio vectorial que ellos 
generan. Por tanto, todo lo que tenemos que 
demostrar es que, si sustiluimos un vector, 
digamos Y, por una combinación lineal Y, = 
rX + sY, donde s 7 0, entonces la generación 
lineal de X, Y y Z es igual a la generación lineal 
de X, Y, y Z. Toda combinación lineal de X, 
Y y Z es una combinación lineal de X, Y y Z 
puesto que Y, es una combinación lineal de 
X, Y y Z. Por otra parte, Y = (—r/s)X + 
(U/s)F, , y, por tanto, toda combinación li- 
neal de X, Y y Z es una combinación linea! de 
xYyz 1 

42.9 Ejemplo. Buscar una base para el espa- 
cio vectorial M generado por (1, 2, 1, 1), (2, 1, 
0, 2), (3, 3, 1, 3) y (4, —5, —2, —4). Ope- 
rando: 


= 40 + O 03 mm2 — 0 
0=0-0 0.0 0 o 
0-04+0 0.0.0.0 


Por tanto, M es generado por los vectores (1, 2, 
L, 1), (0, 3, 2, 0), (0, 0, O, 0) y (0, 0, 0, 0), y, en 
consecuencia, | (1, 2, 1, 1), (0, 3, 2, 0) | es base 
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de M. Así, M es de dimensión 2, y, de hecho, 
M es un plano. Ë 

Establezcamos formalmente la consecuencia 
del teorema 42.8 que nos ha sugerido el método 
que acabamos de aplicar. 


42.10 Teorema. Dado un espacio vectorial, 
siempre es posible encontrar una base, tal que 
los vectores de la base puedan disponerse en 
forma canónica. 


PROBLEMAS 


42.1 Compruebe si es verdadera o falsa la siguiente propo- 
sición: Si M y N son subespacios de un espacio vectorial de 
dimensión a, entonces M f N es un espacio vectorial. 

42.2 Compruebe si cs verdadera o fatsa la siguiente propo- 
sición: Si M y N son subespacios de un espacio vectorial de 
dimensión n, entonces M U N es un espacio vectorial, 

42.3 Compruebe si es verdadera o fatsa la siguiente propo- 
sición: Si M y N son subespacios de un espacio vectorial de 
dimensión n, entonces | X : X = Y + Z, donde Y es algún 
elemento de M, y Z algún elemento de N} es un espacio 
vectorial. 

42.4 Busque un conjunto de vectores que genera el espacio 
de todos los vectores 5«dimonsionales. 

42.5 Encuentre una base del espacio vectorial generado 
pori (1, 2,1), (3, 1,0), (—1, 3,2) 1 

42.6 Encuentre una base del espacio vectorial generado 
port (1, 2), 6—3, 1), (1, 4) 

42,7 Encuentre una base del espacio vectorial generado 
por l {1, 1,2, 1), (0, 1,2, 1} (1, 3,1, 2) 1, 

42.8 Pruebe que | (x, y) x + 2y = 01 es un espacio vec- 
toriai, y encuentre una base de dicho espacio. 

42.9 Demuestre que Hx, y, z): x — y = 0,2» +z = 0l 
es un espacio vectorial, y encuentre una base de dicho es- 
pacio. 

42.10 Supongamos que M es un espacio vectorial y que 
B es un conjunto maximai de elementos linealmente inde- 
pendientes de M, es decir, B es lincalmente independiente, 
y si X es un elemento cualquiera de A que no pertenece a 
B, entonces B U |X |] no es linealmente independiente. Prue- 
beque Bes una base de M. 

42.11 Supongamos que M es un espacio vectorial y que S 
es un conjunto minimal generador de M, es decir, $ es gene- 
tador de M, y ningún subconjunto propio de S es generador 
de M. Pruebe que $ es una base de Af. 

42.12 Pruebe que todo espacio vectorial tiene una base. 
42.13 Prucbc que, si M y N son espacios vectoriales tales 
que M C N, entonces para cada base B de M es posible 
encontrar un conjunto C de vectores tales que B U C sea 
base de IY. 


CAPT 


42.14 Prucbe que, si M y N son espacios vectoriales y M 
es un subconjunto propio de W, entonces la dimensión de 
M es menor que la dimensión de N. 


43 TRANSFORMACIONES LINEALES 
Y MATRICES 


El resto del libro lo dedicaremos a una clase 
especial de funciones que llamaremos transfor- 
maciones lineales. Las transformaciones linea- 
les son de gran utilidad en muchas ramas mate- 
máticas: aquí, sin embargo, nos contentaremos 
con un simple ejemplo que nos muestre cómo 
puede surgir este concepto. 

Supongamos que A, B y C son vectores bidi- 
monsionales, y que se nos pide encontrar los cs- 
calares x, y, z tales que xA + yB +:C =0. 
Podemos replantear el problema de la manera 
siguiente: para cada terna (x, y. z) sea Tíx, y. 
2) = xA + yB + zC. Entonces, T es una fun- 
ción. Para cada vector tridimensional (x, y, 2), 
se tiene que F(x, y, z), es el vector bidimensio- 
nal xA + yB + zC. El dominio de 7 es el espa- 
cio tridimensional, y el codominio de 7 es el 
conjunto de todas las combinaciones lineales 
de A, B y C; este conjunto es un subespacio del 
espacio bidimensional. El conjunto de todas 
las ternas (x, y, z) tales que xA + pB + zC = 
O es, precisamente, el conjunto de todos los 
vectores X tridimensionales tales que T(V) = 
0. Más adelante llamaremos a este conjunto 
“espacio nulo de 7”. Vale observar que 7 tiene 
una propiedad especial: 


TEx, y, 2) + s(u, v, 9) = T(x + su, ry + 
sv, rz + sw) = (Px + A + (ry + sYB + 
(a +sw)C = xA + yB + zC) + s(ud + 
vB + wC) =rT(x, y, 2) + sTlu, v, w). 


En otras palabras, si X y Y son vectores tridi- 
mensionales, entonces F(X + sY) = rx) 
+ sT(Y). Las funciones que poseen esta pro- 
piedad reciben el nombre de transformaciones 
lineales. 

43.1 Definición. 7 es una transformación lineal 
del m-espacio en un n-espacio si y sólo si T 


SEC. 43 


es una función cuyo dominio es el espacio de 
todos los vectores »m-dimensionales, y cuyo 
codominio es un subconjunto del espacio de 
todos los vectores m-dimensionales, y tal que 
TUX + sY) = 1. T(X) + STUD), para todos los 
vectores m-dimensionales X y Y, y para todos 
los escalares r y $. 

Algunas veces se suele decir que una trans- 
formación lineal T “preserva las combinacio- 
nes lineales”. Fácilmente se ve, por ejemplo, 
que si F es lineal, entonces T(rX + sY + Z) 
= MAX) + sT(Y) + 1T(Z). En general, T de 
una combinación lineal de vectores es la misma 
combinación lineal de T de los vectores. 

Consideremos una función T cuyo efecto sea 
triplicar la longitud original de cada vector; es 
decir, a cada vector bidimensional (x, y) la 
función T le asigna otro vector bidimensional 
de la misma dirección y sentido pero cuya me- 
dida es tres veces mayor. Entonces, T(x, y) = 
(3x, 3y). T es una transformación lineal puesto 
que T es una función cuyo dominio es el espa- 
cio bidimensional, y cuyo codominio es un sub- 
conjunto del mismo espacio, y, más aún, 
TOC y) + slu, v)) = Trx + su, ry + sv) 
= (Mx + su), 3y +5) = 3x, 3) + 
su, 3v) = rT(x, y) + sT(u, v). A este tipo de 
transformación lineal se le suele dar, por razo- 
nes obvias, el nombre de “dilatadora”. 

Otra clase de función es la que se define me- 
diente la multiplicación de cada vector bidi- 
mensional (número complejo) por un número 
complejo fijo. Por ejemplo, sea T una función 
que asigna a cada vector (x, y) el producto de 
(x, y) por (3, 4) conforme a la multiplicación 
definida para números complejos. Entonces, 
T y) = (9,4) = Or — dy, de + 3y) 
La función T hace rotar la dirección del vector 
un ángulo fijo (el ángulo del número complejo 
(3, 4)) y, además, multiplica la medida del 
vector por un número constante (la medida de 
(3, 4)). De nuevo se ha definido una función 
que resulta ser una transformación lineal. Evi- 
dentemente el dominio de F es el espacio bidi- 
mensional, y su codominio es un subconjunto 
del mismo espacio. Además, Tír(x, y) + síu, 
9) = tr p) + su v)t (3, 8) = ri (o y) 
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G, 4)! + st (u, v) G, 4) i (según las propieda- 
des de los números complejos) = »T(x, y) + 
sTlu, v). 

Hemos visto una función dilatadora que ha 
resultado ser, de hecho, una transformación li- 
neal, y hemos visto también una transformación 
lineal cuyo efecto es “dilatar” y “rotar”, Pa- 
rece razonable que una simple rotación sea tam- 
bién una transformación lineal. Así es, en efec- 
to, y la demostración queda a cargo del lector 
como problema. 

El primer resultado interesante sobre trans- 
formaciones lineales es éste: Una transforma- 
ción lintal 7 queda completamente determi- 
nada por los vectores a los que aparecen 
asociados los vectores unitarios de igual direc- 
ción y sentido que Jos ejes coordenados. Por 
ejemplo, si T es una transformación lineal del 
espacio tridimensional en el espacio bidimen- 
sional tal que 


T(1, 0,0) = (2,3), 
T(0, 1,0) = (1, 4), 


T(0, 0, 1} = (7, 0), 
entonces, podemos calcular T(x, y, z) para to- 
dos los escalares x, y, z. Explícitamente, 
T, y, z} 
T(z(1, 0, 0) + y(0, L, 0) -+ 2(0, 0, 1)) 
2T(1, 0, 0) + yT(0, 1, 0) + 2710, 0, 1) 
(2, 8) + y(1, 4) + z(7, 0). 
De modo que el arreglo 


t 


determina completamente a T. 

Acabamos de ver que esta transformación 
del espacio tridimensional en el espacio bidi- 
mensional determina y, a su vez, es determina- 
do por un arreglo rectangular 3 X 2; es decir, 
por un arreglo que tiene 3 filas y 2 columnas. 
A estos arreglos rectangulares los llamaremos 
matrices. 
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Todos los arreglos siguientes son matrices: 


1-2 
DEA AER y Lo N R 
a=(; ls i} c= 434 
2ra 
1 213 
=(2) E=[(-1 2 2)r=g 1 0. 
1 451 


Para describir la forma de una matriz especi- 
ficamos el número de filas y el número de co- 
lumnas que posce. (Las filas son horizontales; 
las columnas, verticales) Así, A tiene dos filas 
y dos columnas, y de ella decimos que es una 
matriz 2 X 2. La matriz B tiene 2 filas y 3 co- 
lumnas; es una matriz 2 X 3. Del mismo mo- 
do, C es una matriz 3 x 2, D es una matriz 3 
x 1, E es una matriz 3 x 3, y F es una matriz 
1x3. 

Para designar cada elemento de una matriz 
especificamos la fila y columna a las que per- 
tenece, Así, el elemento que se encuentra en la 
segunda fila y tercera columna de la matriz 


Le g H 
E 2 —2| es —2; el elemento de la ter- 
4 5 6, 
cera fila y primera columna es 4; etcétera. La 
matriz que está formada por sólo una fila, por 
ejemplo F = (3 1 1), recibe algunas veces el 
nombre de “matriz fila”, y la que, como DÐ = 
Y 
2] , no tiene más que una sola columna re- 
1 
cibe el nombre de “matriz columna”. Tales 
nombres son justificables porque, al igual 
que un vector tridimensional, toda matriz 3 x l 
6 1 X 3 determina y es, a su vez determinada 
por tres números tomados en un orden definido. 
Por supuesto, no hemos definido una matriz. 
(Una matriz es un arreglo, 0, ¿QUÉ es un 
arreglo?) Existen varias definiciones posibles. 
El hecho clave es que toda matriz determina y 
es determinada por sus elementos, y que dos 
matrices son idénticas si tienen la misma “me- 
dida” y los mismos elementos en lugares co- 
rrespondientes. 
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Nuestra definición de matriz se basa en la 
conveniencia de la notación. Si consideramos 
una matriz arbitraria 2 X 3 podríamos desig- 


narla por (a b :) Sin embargo, esta no- 
del 


tación no es muy sugestiva, y preferiríamos 
tener un procedimiento para designar las ma- 
trices de modo que quedaran especificadas, 
para cada uno de los elementos, la fila y colum- 
na a que pertenece cada uno de cilos. El método 
siguiente se recomienda por sí mismo. Rotule- 
mos el elemento que está, por ejemplo, en la 
segunda fila y tercera columna, con los subíndi. 
ces 2 y 3. Demos a este elemento el nombre de 
Azs. Entonces, el elemento que aparece en la 
primera fila y segunda columna será A12, etc. 
La matriz tomará entonces la forma siguiente: 


e GEE aa 

Aa Asi Ans 

Podríamos, pues, llamar 4 a la matriz, y al 
elemento que aparece en la ¿ésima fila y j-ési- 
ma columna, A;¿: es decir, el primer sub- 
índice indica la fila, y el segundo indica la co- 
lumna a las cuales pertenece el elemento. Nos 
toca ahora decidir qué clase de ente matemático 
es 4, Obsérvese que A es un ente tal que a cada 
par (i j} G = 1,2 yj = 1,2, 3), le asigna un 
número, A, . Como ya estos conceptos son 
familiares, pasemos a la definición. 

43.2 Definición. Una matriz m XxX z es una 
función cuyo dominio es el conjunto de todos 
los pares ordenados (i, j) de números enteros 
positivos tales que l S/SmylXjSn y 
cuyo codominio es un conjunto de números rea- 
les. Para cada elemento (+, j} del dominio, defi- 
nimos As, como el valor A(i, j) de la función 
A en el punto ki, j). El elemento Asy recibe el 
nombre de “elemento i - j de la matriz A”. 


Así si A= e a) tenemos que A 12 = 1, 


Anı = 3, etc. El uso de los subíndices no es 
más que una variante de la notación de la 
función. Por conveniencia, omitimos la coma 
entre los subíndices de 4, , siempre que ello 
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no implique confusión. Así, escribimos Asi, An, 
An, etc., pero, sin embargo, es obvio que se 
debe utilizar la coma en, por ejemplo, An, 3. 


Describimos ahora lo que entendemos por 
matriz de una transformación lineal T. Tal ma- 
triz es el arreglo que se obtiene cuando se es- 
criben en filas sucesivas las coordenadas de F 
de los vectores unitarios que tienen la misma 
dirección y el mismo sentido que los ejes coor- 
denados. Así, por ejemplo, si Tíx, y, z) = x(2, 
L, 1, 401,2, 1, 1) + 2(3, 1.0, 4), podemos 
preparar una tabla de valores de F? 


y deducir que la matriz de Tes 
Dl 
2 11) 
104 


Formalmente: 


43.3 Definición. La matriz de una transforma- 
ción lineal del m-espacio en un n-espacio es la 
matriz m X n tal que el jj elemento As; es 
la j-ésima coordenada de T(U') , donde U+ es 
el vector unitario que tiene la misma direc- 
ción y sentido del ¿ésimo eje de coordenadas. 

(Esto es, el vector U+ tiene nulos todos sus 
elementos, excepto el ¿£simo, y éste es, preci- 
samente, 1. El jj elemento Aj; es T(UD3) 

Si conocemos la matriz A de una transfor- 
mación lineal 7, conocemos el valor de 7 para 
cada uno de los vectores unitarios que tienen la 
misma dirección y sentido de los ejes coordena- 
dos (en realidad, si U* es el ¿ésimo de los tales 
vectores, entonces, T(U%) es, precisamente la 
¿ésima fila de la matriz). Puesto que todo vec- 
tor X es una combinación lineal de los vecto- 
res unitarios U%, U%, , U", entonces, es 
evidente que T(X) es la correspondiente com- 
binación lineal de F(U’), T(U%),:>=, T(Um). 
Así, la matriz 4 determina perfectamente la 
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transformación lineal 7, Es conveniente mos- 
trar formalmente tal determinación. Supon- 
gamos que (Xi, X2... Xm) €S UN VECLOL mM- 
dimensional. Entonces, 


(Euta Em) 
= xu(1,0,-*-,0) + zx(0,1,0,"=*,0) 
F+ Zm(0,0,->-,1) 


= aU taU H H EaU" Do aU, 
“i 
de donde 


Tía 00m) = eT (U) + TU ++ 


EnT(U") = Y PUN. 
El 
Para cada entero j, (1 S js n), tendremos que 
la jésima coordenada de Ti, %,***, 2m) €s 


Ten 2900 tm) = Y 2 (0%, 


ai 


y, por definición de la matriz 4, será 


ThE da, "0, Tm) S 


Y sdy = my + made; och mA 


ia 


Esta suma puede mirarse desde un punto de 
vista interesante: es el producto interior de 
(En Eat, Em) con el vector (Ay, Agr 
Ami) cuyas coordenadas son los elementos 
de la jésima columna de 4, Como futura refe- 
rencia dejemos establecido formalmente este 
resultado. 

43.4 Teorema. Supongamos que T es una 
transformación lineal del m-espacio en un n- 
espacio, y que A es la matriz de la transforma- 
ción. Entonces, para cada vector m-dimensio- 
nal X y para cada j, (1 S j Sm), la jésima 


coordenada de T(X) es PS zidi que es el pro- 
al 


ducto interior de X con la j-ésima columna 
de la matriz A. 
Veamos un ejemplo. 
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43.5 Ejemplo. Supongamos que F es una trans- 
formación lincal cuya matriz es A = 


2 E yA 
-1 2 2 
3 —i 3 


Se pide encontrar T(l, 2, —2). A partir de la 
definición de matriz de una transformación li- 
neal podemos proceder directamente como 
sigue: 


T(l, 2, —2) 
= T(1,0, 0) + 2700, 1, 0) —27(0, 0, 1) 
= (2, 1, 1) + 21,2, 2) —23,—1, 3) 
= (6,7, —1). 


También podemos aplicar el teorema prece- 
dente. 


70,22): = (1,2, —2) (2, —1,3 
T(1,2, —2)2= (1,2, —2) (1, 2, —1 
T(1,2,—2D)3 = (1,2, —2)- (1,2,3) == 


de donde, 


T, 2, —2) = (—6, 7,1) |] 


Es posible realizar en la tabla de valores de 
una transformación lineal ciertas operaciones 
muy convenientes. Por ejemplo, supongamos 
que sabemos que 7(1, 0) = (2, 3, 1) y TQ, 
2) = (1, 3, 0). Podemos resumir estos datos: 


Xx TX) 
10) 10 2 3 1 
lo) 22 1.3.0 
y calcular: 


O=-20+0 02 3-3 -2 
Este resultado nos sugiere que T(0, 2) = (3, 
—3, —2), como, en efecto, es. En general, si 
en una fila aparece X seguido de T(X). y en otra 
fila aparece Y seguido de F(Y), entonces la 
primera fila multiplicada por un escalar r y 
añadida a la segunda fila, (multiplicada pre- 
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viamente por un escalar s), producirá 7X + 
sY, TX) + sT(Y) que es igual a sX + sY, 
TOX + sY) puesto que T es una transforma- 
ción lincal. Es decir, roda combinación de filas 
de una tabla de valores de una transformación 
lineal da lugar a otra fila de la tabla de valores. 
En los siguientes ejemplos utilizaremos esta 
propiedad. 

43.6 Ejemplo. Se pide encontrar la matriz de 
la transformación lineal F tal que 7(2, 1) = 
(0, 1, 3) y TE! 1) = (1,2, 1). Es decir, tenc- 
mos que encontrar el arreglo cuya primera fila 
es TU, 0), y cuya segunda fila es 710, 1). Tene- 
mos dos elementos de una tabla de valores de 
T. pero sabemos que realizando operaciones 
elementales con las filas podemos encontrar 
nuevos elementos de la tabla, de modo que in- 
tentaremos obtener (1. 0) y (0, 1) a la izquierda 
de la tabla. Para ello aplicaremos el mismo 
procedimiento que ya hemos utilizado en 
los problemas referentes a las formas canóni- 
cas, Así, 


y mx) 

®© 2 1 0 1 3 
© =T 1 2 1 
0-0+2%09 03 2 55 
0=10 OITA SA A 
= -0+0 1 0 -5 -K % 


ComoT(1, 0) = (—34, — 3, %) 
T0, 1) = 8 9) 


la matriz de T es (z z 5 I 
i di 
PROBLEMAS 


43.1 Sea T una transformación lineal cuyo dominio es el 
espacio bidimensional, y tal que FU. 0) = (5, 7) y TIO, 1) 
= (7, 5), Encontrar la matriz de 7. 

43.2 Sea T una transformación tincal cuyo dominio es el 
espacio tridimensional y tal que 7(1, O, 0) = (l, 2, 3), 
TO, 1,0) = (3,2, 1) y 70,0, 1) = G. 3,0). Encontrar la 
matriz de F. 

43.3 En cada uno de los casos siguientes, Tes la transfor- 
mación lineal cuyo valor en el punto (x, y, z) del espacio 
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tridimensional aparece dado. Encontrar la matriz de T co- 
rrespondiente a cada uno de los casos. 


(a) Fix, y. 2) = (2.0). 

9) Tr. y. 2) = (2y. 0). 
ic) T. y. z) = (0,0, z, 0). 
(d) Tr, y. 2) = (x.0,2) 
(9) Tix, y. 2) = (0, p. 2) 
(A Tix, y. z) = (0.2, y). 


43.4 Sca S una función cuyo dominio es el espacio bidimen- 
sional y tal que Sír, s) = (2r—s,7 + s r + 2e). Probar 
que S es una transformación lineal y encontrar sù matriz. 
43.5 Sea S una función cuyo dominio es el espacio tridi- 
mensional y tal que Six, y, 2), = x — y + 2 y S(x, y, 2) 
2x + y — 2z. Prober que Ses una transformación lineal y 
encontrar su matriz. 

43.6 En cada uro de los casos siguientes Y es la función 
cuyo valor en el punto (x. y. z) del espacio tridimensional 
aparece dado. Decida en cada caso si es T una transforma» 
ción tineal o no. Si T es una transformación lineal encuen- 
tre la matriz de 7. Si T no es una transformación lineal 
praebe que, en efecto, no loes. 


(a) Ti, y, 2) = (2. y,x). 

(5) Tos, y, 2) = (3z, x, 2y). 

(o) Tx, y. 2) =(0, 22,0) 

(d) Tee, y. z) = (0,x + y.y +2). 
(e) TC, y. z} = (0, 1,0}. 

(1) Ta, y. z) = (0,0,0). 


43.7 En cada uno de los casos siguientes, T es la función 
cuyo valor en el punto (x, y, z) del espacio tridimensional 
aparece dado, Decida en cada caso si es 7 una translorma- 
ción lineal o no. Si Tes una transformación líncal, encuca- 
tre la matriz de 7. Si T no es una transformación lineal, 
pruebe que, en efecto, no lo es. 


(a) TE y, 2) = (x, y2, 0). 
(b) Ty Hyny Hz n) 
(0) Tle, y, z) += (xy + L 2h 
(d) Té, y, 2) = (x + 2p, 3y. 27 +2) 
43,8 (a) Si la matriz de la transformación lineal T es 


234 
1,2) y 73,0). 
G va) encuentre T(1, 2) y TÍ—3, 4), 


1 
(b) Si la matriz de la transformación T es () en- 
2, 
cuentre T(—1, 2, 1) y Tx, y, 2). 


(0) Si la mariz de ła wansformación lineal F cs 


241 
Ano encuentre RI, 3, 1) y Tab. o) 
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43.9 (a) Si T es una transformación lineal tal que 7(3, 1} 
= (41,2, y 7-12 = (3,0, —2 1), en- 
cuentre la matriz de T. 

(b) Si Tes una transformación lineal tal que T(2, 1. 0 

3. —3, TB. 1, 3) = (2, 1), y 70,0, Ñ = 

(21, 1), encuentro la matriz de T. 

(e) Supongamos que 7(2, 1, 1) = (3, —2), TG, 1, 3) 
= (2, 1), 1,0, 2) = (4. 1). Determine 
si es 7 una transformación lineal, y, en caso de 
serlo, encuentre su matriz. 

43.10 Sea P, una función definida en el m-espacio, y tal 

que, para todo 1 £ ¡ Lom, P, (X) es la ¿ésima coordenada 

de X; es decir, P, (xi, x», , Xm) = xp- Probar que Py 
esuna transformación lineal y encontrar su matriz. 

43.11 Supongamos que T es una transformación lineal del 

espacio bidimensional en el espacio bidimensional, y que 

šu matriz es 4. Ses S(X) = T(X) la segunda coordenada 
de TUO, Probar que S es lineal, y encontrar su matriz en 

términos de A, 

43.12 Sea [ V', V3, . , Y'ml una base del espacio, y 

sean WI, W3... , W vectores m-dimensionales. Probar 

que existe una transformación lineal T única, tal que F(V7) 
= W para todo entero itai gue | LiSm. 

49.13 (a) Probar que la función dilatadora 7 definida por 
Tix, y, 2) = (2x. 2y, 22) cs una transformación 
lineal, y encontrar su matriz. 

(b) Sea F la función que asocia cada vector bidi- 
mensional con el resultado obtenido al rotar el 
vector un ángulo 7/2, en sentido contrario al mo- 
vimicnto de las agujas del reloj. Probar que Tes 
una transformación lineal, y encontrar su matriz, 

te} (Para los lectores que han estudiado trigonome- 
tria.) Sea 7 la función que asocia cada vector 
bidimensional con el resultado obtenido al rotar 
el vector un ángulo $ en sentido contrario al 
movimiento de las agujas del reloj. Probar que 7 
es una transformación lineal, y encontrar so ma- 
Wiz 
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Introduciremos esta discusión mediante la 
exposición de algunos problemas conocidos, 
Supongamos que 4, B, C son vectores. Pregun- 
tamos: ¿Qué vectores son combinaciones linea- 
les de A, B y C? ¿Cuáles son los escalares x, 
y. z tales que xA + yB + 2€ = 07 Replan- 
teemos estas dos preguntas en términos de una 
transformación lincal. Para cada terna (x, y, z) 
definimos F(x, y, z) = xA + yB + zC. Enton- 
ces, T es una transformación lineal, y las dos 
preguntas pueden ahora proponerse de ta si- 
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guiente manera: ¿Cuál es el codominio de 7? 
¿Cuáles son los vectores X tales que T(X) = 0? 
El primer paso en la búsqueda de las respuestas 
a estas preguntas es observar que el codominio 
de una transformación lineal T, y el conjunto 
1X: TOX) = 01 son espacios vectoriales. 


44.1 Teorema. Si FT es una transformación 
lineal, entonces el codominio de T y | X: T(A) 
= 0) son espacios vectoriales. 


Demostración. Supongamos que U y V son 
vectores pertenecientes al codominio de 7. En- 
tonces, T(Y) = U, T(Y) = Y para algún vec- 
tor X y algún vector Y. Si r y s son escalares, 
entonces T(rX + sY) = TIA) + sTo) = 
rU + sY, y, por tanto, 7U + sV también per- 
tenece al codominio de T. Así, el codominio de 
T es un espacio vectorial. 

Si T(Y) = 0 y T(Z) = 0, entonces para todos 
los escalares r. s, TOY + sZ) = TY) + sT 
(Z) = 0. Así, si Y y Z pertenecen a | X: T (X) 
'= 01, entonces rY + sZ también pertenece a 
dicho conjunto. f 

Nos conviene introducir aquí alguna termi- 
nologia. 


44.2 Definición. La dimensión del codominio 
de una transformación lineal F recibe el nombre 
de rango de F. En toda transformación lineal 
T, se define el espacio nulo de T como el con- 
junto [X; T(X) = Ol, cuya dimensión es la 
nulidad de T. 

De hecho ya poseemos un método que nos 
permite describir el espacio nulo y el codomi- 
nio de una transformación lineal. Iustrémoslo 
con un ejemplo. 


44.3 Ejemplo, Se pide encontrar una base del 
espacio nulo y una base del codominio de la 
transformación lineal T cuya matriz es 


1 23 
2 =l 1 
-i 87, 


Construimos una tabla que en cierto modo nos 
es familiar. 
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X TX) 
®© DO 8 
O 0 —1—- 0-21 —1, 
e— 0 —0— 18187 


O =20 - O —2=1—0—0 —5—5 
O=0+0 1 0 1 0 10 10 
O=200-0 3-2 -1 0 0 0 


El trabajo en la tabla se realizó mediante ope- 
raciones elementales en las filas hasta que el 
arreglo de la derecha tomó forma canónica. De 
la tabla resultante podemos deducir los hechos 
siguientes. El codominio de T es, evidentemente, 
el conjunto de todas las transformaciones linea- 
les de los vectores (1, 2, 3), (2, —1, 1) y (—1, 8, 
7). Puesto que estos vectores son equivalentes a 
(1, 2, 3), (0, 10, 10) y (0, O, 0), se sigue que el 
codominio es el plano | (1, 2, 3) + s(0, 10, 10): 
r y s escalares |, Del mismo modo, [(1, 2, 3), 
(0, 10, 10) | es una base del codominio de T. El 
rango de Tes, por tanto, igual a 2. 
Consideremos el espacio nulo. Observamos, 
al Jeer la fila ©, que cualquier múltiplo de 
(3, —2, —1) pertenece al espacio nulo, pero, 
por el momento, no podemos asegurar que, 
recíprocamente, todo vector que pertenezca al 
espacio nulo sea múltiplo de (3, —2, —1). Po- 
demos convencernos, no obstante, de la verdad 
del recíproco; veamos: Todo vector tridimensio- 
nal es una combinación lineal de (1, 0, 0), (0, 
1, 0), (0, 0, 1) y, por tanto, también es una 
combinación lineal de los vectores (1, 0, 0), (1, 
0, 1) y (3, —2, —1) por ser éstos equivalentes 
a aquellos. Ahora bien, el valor de 7 en una 
combinación lineal cualquiera de estos últimos 
vectores es precisamente la misma combinación 
lineal de (1, 2, 3), (0, 10, 10), (0, 0, 0), pero a 
su vez, ta única combinación lineal nula de és- 
tos exige coeficientes nulos para (1, 2, 3) y (0, 
10, 10) por ser linealmente independientes. En 
consecuencia los únicos elementos del espacio 
nulo son, precisamente, los múltiplos de (3, —2, 
— 1). Así, el espacio nulo es la recta Í r(3, —2, 
—1) r escalar } o, equivalentemente, [(3, —2, 
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—1) | es una base del espacio nulo. La nulidad 
de T, es por tanto, I. |] 

Sinteticemos el procedimiento que acabamos 
de utilizar. Para encontrar una base del espacio 
nulo y el codominio de una transformación li- 
neal T, preparamos una tabla donde aparezcan 
los vectores unitarios que tienen la dirección y 
sentido de los ejes coordenados, y los correspon- 
dientes valores de T. 


Entonces, mediante operaciones elementales 
en las filas, buscamos un arreglo tal que la ma- 
triz que aparece a la derecha tome la forma 
canónica. El resultado muestra la siguiente 
forma: 


x no 
Las fitas Las filas 
son 
I basedel 
Las las 1 o 
tasedel | | son 1 
basedel f 
dominio | | espacio ! 


nula 


Del diagrama anterior se puede extraer una 
conclusión inmediata. El número de filas en el 
arreglo inferior izquierdo es la dimensión del 
espacio nulo; es decir, el número de filas indica 
la nulidad de 7. El número de fitas en el arreglo 
superior derecho es el rango de 7, y el número 
total de filas que existen en los arreglos de la 
izquierda es la dimensión del dominio. De don- 
de, 


44,4 Teorema, Si T es una transformación li- 
neal, entonces la dimensión del dominio es la 
suma del rango de T más la nulidad de T. 

En el ejemplo 44.3, et arreglo final (filas (O, 
O, O) quedó en la forma siguiente: 


Estas filas 
son una base 
Estas tres del codeminio 
filas son 
una base 
del dominio 


Esta fila es 
base del 
espacio nulo 
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Confirmamos que la nulidad es 1, puesto que 
((8, —2, —1) l es base del espacio nulo; el ran- 
go es 2, puesto que | (1, 2, 3), (0, 10, 10)) es 
base del codominio; y | + 2 = 3 esla dimensión 
del dominio. 


Se presenta la ocasión de considerar dos cla- 
ses especiales de transformaciones lineales. La 
primera: 


44.5 Definición, Una función T es uno a uno 
si y sólo si, para elementos distintos X y Y del 
dominio de T, ocurre siempre que T(X)  T(Y). 

En otras palabras, F es uno a uno si elemen- 
tos distintos del dominio tienen imágenes distin- 
tas. 


Es fácil comprobar que si T es una transfor- 
mación lineal uno a uno, entonces se puede 
determinar T en términos del espacio nulo. 


44.6 Teorema. Una transformación lineal 7 es 
uno a uno si y sólo si su espacio nulo consta de 
un único elemento: el vector nulo; es decir, si 
y sólo si la nulidad de Tes cero. 


Demostración. Si la nulidad de T es 0, y si X 
y Y son dos vectores distintos, entonces X — Y 
40, y, en consecuencia, X — Y no pertenece a 
0), que es el espacio nulo. Por tanto, F(X — 
Y) % 0 y T(X) % T(Y). Recíprocamente, si T 
es uno a uno, y si X es un elemento del espacio 
nulo, entonces T(A) = T(0), de donde X = 0, 
con lo que el espacio nulo es | 0). 


Como la suma del rango y ta nulidad de una 
transformación lineal es la dimensión del do- 
minio (teorema 44.4) tenemos que 


44.7 Corolario. Una transformación lineal T 
es uno a uno si y sólo si la dimensión del domi- 
nio de 7 es igual a la dimensión del codominio. 

Así, si 7 es una transformación lineat cuya 


matriz e(? 4): entonces el rango de F es 2 


porque (2, 3) y (1, 4) son linealmente indepen- 
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dientes, y, como la dimensión del dominio es 2, 
inferimos que T es uno a uno. 

De la relación existente entre rango y nulidad 
se deriva otra consecuencia útil. Supongamos 
que T es una transformación lineal de un m- 
espacio en un n-espacio, entonces, ¿en qué cir- 
cunstancias es et codominio de F igual al 
n-espacio? Esto es, ¿cuándo se cumple que para 
cada vector n-dimensional C existe un vector 
m-dimensional X tal que F(X) = C? Algunas 
veces éste problema se plantea de la manera si- 
guiente: ¿En qué circunstancias tiene siempre 
solución la ecuación T(A) = C, sea cual fuere 
el vector n-dimensional C? No es difícil encon- 
trar una respuesta. 
44.8 Teorema. Sea T una transformación li- 
neal de un m-espacio en un n-espacio. El codo- 
minio de T es el n-espacio (se dice entonces 
que Fes una aplicación sobre el n-espacio) si 
y sólo si la nulidad de F es m — n. 
Demostración. Observamos que todo vector 
n-dimensional pertenece al conjento de imáge- 
nes de F si y sólo si el rango de T es n (si en el 
conjunto de imágenes existen n vectores lineal- 
mente independientes, entonces todo vector n- 
dimensional es una combinación lineal de aque- 
llos). Ahora bien, el rango es m-(nulidad de 7), 
que será igual a n si y sólo si la nulidad es 
m—n 

Por ejemplo, si F es la transformación lineal 


2 1 
cuya matriz es| 1 2 | entonces el rango es 2; 
30 


obsérvese que, por ejemplo, (2, 1) y (1, 2) son 
linealmente independientes. Por tanto, T aplica 
el espacio tridimensional sobre el espacio bidi- 
mensional, y la nulidad es, en consecuencia, 
32 1. 


Un último corolario puede aún sacarse de 
esta discusión. Supongamos que T es una trans- 
formación lineal del m-espacio en el m-espacio. 
T aplicará el m-espacio sobre el m-espacio si 
y sólo si la nulidad es m — m = 0, condición 
que es también necesaria y suficiente para que 
T sea uno a uno. Entonces, 
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44,9 Corolario. Sea T una transformación li- 
neal del m-espacio en el m-espacio, T será una 
aplicación del m-espacio sobre el m-espacio si 
y sólo si Tes uno a uno. 

Con frecuencia, para resumir esta proposi- 
ción, se dice que T es sobre si y sólo si es uno a 
uno, supuesto que T tiene una matriz cuadra- 
da. Así, la transformación cuya matriz es 


1.21 
0.32 
004 


es necesariamente uno a UNO, pues- 


to que sus imágenes son los elementos del con- 
junto formado por las combinaciones lineales 
de (1, 2, 1), (0, 3, 2) y (0, 0, 4), y este conjunto 
es, evidentemente, el espacio tridimensional. 


PROBLEMAS 


44.1 Encontrar buses del espacio nulo y del conjunto de 
imágenes de las transformaciones cuyas matrices son las 


siguientes: 
1.31 
e 
Cia) 
2 


¿NA 
w (2) 
1 2-1 1 
db) 3 1 n) af 2) 
1 3-3 1-2 


44.2 Encontrar bases del espacio nulo y del conjunto de 
imágenes de las transformaciones cuyas matrices son las 
siguientes: 


1 2-1 1 
©) 2 0 1-1 
0 4-3 3 
-1-2 2-2 
LO TA 
2.1.0 
w [o-i 2 
e o O $ 
4-2 4 


SEC. 45 


44,3 Si se sabe que Y es una transformación lineal cuyo 
dominio es el espacio tridimensional y cuyo conjunto de 
imágenes es el espacio bidimensional, ¿qué puede decirse 
del espacio muto de 7? 

44.4 Si sabemos que F es una transformación lineal cuyo 
dominio es el espacio bidimensional y cuyo conjunto de imá- 
genes es una recta, ¿qué podemos decir del espacio nulo de 
TE. 

44.5 Si sabemos que T es una transformación lincul cuyo 
espacio nulo es una recta y cuyo conjunto de imágenes es 
una recta, ¿qué podemos decir del dominio de 7 ? 

44.6 Encontrar una transformación lineal cuyo dominio sea 
el espacio tridimensional, cuyo conjunto de imágenes es el 
plano x — y (en el espacio tridimensional), y cuyo espacio 
nulo sea el eje 2. 

44.7 ¿Existe alguna transformación lineal cuyo dominio sea 
el espacio tridimensional, cuyo codominio sea el plano x —y, 
y cuyo espacio nulo sea el ejes? 

44.8 Sea T una transformación lineal cuya matriz sea 
cuadrada. Probar que: 

(a) Si C cs un vector tal que la ecuación T(X) = C no 
tiene solución, entonces la ecuación T(X) = 0 tiene 
infinitas soluciones. 

(0) Probar que si, para todo vector C, la ecuación T(X) 
= C tiene solución, entonces, para cada vector C, 
la solución es única; es decir, para cada Ç existe uno 
y sólo un vector X tal que T(X) = C- 

44,9 Sean E y F dos espacios vectoriales subespacios de 
m-espacios. Probar que el conjunto £ + F, cuyo dominio 
es el conjunto {X + Y: X CE y Y EF! de todas las posi- 
bles sumas de elementos de £ con elementos de F, es un 
espacio vectorial. 

44.10 Sean E y F dos espacios vectoriales subespacios del 
in-espacio tales que Æ f F = 101, Probar que, si B es 
una base de £ y C una base de F, entonces B [Y C es buse 
de E + F, (Para la definición de E + F véase el problema 
44.9) 

44.11 Sea T una transformación tineal del m-espacio, Pro- 
bar que existen subespacios £ y F del m-espacio tales que 
ENF =101, E 4 F = neespacio, Æ es el espacio nulo 
de T, y Tes uno a uno en el sentido de que, si X y Y son dos 
elementos distintos de F, entonces P(X) 5 T(P). ¿Cuál es 
la dimensión de F? 


45 COMPOSICION Y MULTIPLICACION 
DE MATRICES 


Supongamos que f es una función de un con- 
junto A hacia un conjunto B, y que g es una 
función de un conjunto B hacia un conjunto C. 
Si x es un elemento de A, entonces f(x) es ele- 
mento de B, y g(x) ) es elemento de C. Esta 
relación que asigna a cada elemento x de 4 el 
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elemento g(/(x)) de C es una función que, en 
cierto sentido, es un “producto” de g y f. En 
esta sección consideraremos este tipo de mul- 
tiplicación de funciones, y, en particular, inves- 
tigaremos los “productos” de combinaciones 
lineales. 
45.1 Definición. Sea f una función de un con- 
junto 4 hacia un conjunto B, y sea g una fun- 
ción de un conjunto B hacia un conjunto C. En- 
tonces g o f, la composición de g y f, se define 
como la función cuyo dominio es A, y tal que 
(g o) œ) = gfx) ) para todo elemento x de 4. 

Supongamos, por ejemplo, que fes la función 
tal que (2) = 21 + 1 para todo número real z, 
y que g, la función “cuadrado”, es la función 
tal que g(s) = s? para todo número real s, Equi- 
valentemente, f = | (x, y): y = 2x + 1i yg = 
{ (u, v): v = u? $. Entonces, (g o f) œ) = gx) ) 
= g(2x + 1) = (2x + 1)? de donde go f = 
tœ, y): y = (2x + 1)*! Podríamos también 
buscar fo g: (fo g)(x) = fg) = fe?) = 
2x? + 1, de donde fog = { (x, y): y = 2x? + 
L}. Observemos que f og + g o f, puesto que, 
por ejemplo, (f o g) (1) = 3 y (g o ) (1) = 9. 
La composición no es, pues, necesariamente 
conmutativa. Sin embargo, la composición es 
asociativa, como probaremos inmediatamente. 
45,2 Teorema. Si f es una función de un con- 
junto 4 hacia un conjunto B, y g es una función 
de B hacia un conjunto C, y h es una función de 
C hacia un conjunto D, entonces ho {g of) = 
(h o g) o f: es decir, la composición es asociati- 
va. 
Demostración. Para cada elemento x de A 
sabemos que (4 o (go f) ) (x) = H(g0/(x)) 
= híg(fa) )); pero ( (h o g) o N(x) = (h o g) 
AO) = MENO )) con lo que ho (of) = 
(hogjof. 

Volvamos a nuestra discusión de las trans- 
formaciones lineales. Primero: 
45.3 Teorema. Si S es una transformación 
lineal de un m-espacio en un n-espacio y si Tes 
una transformación lineal del -espacio en el 
p-espacio, entonces To $ es una transformación 
lineal del m-espacio en el p-espacio; es decir, 
la composición de transformaciones lineales 
es una transformación lineal. 
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Demostración. Basta probar que T o S es li- 
neal, Si X y Y son vectores m-dimensionales, 
y r y s son escalares, sabemos, por definición 
de composición, que (To SX + sy) = 
T(SWX + SY) ), pero, como S es lineal, T(S(+A” 
+ 5Y)) = TOSCO + sS(Y)). y, como T 
también es lineal, TESSA) + sS(Y)) = 
rT(S(X)) + sT(S(Y)). Estos resultados nos 
llevan, por la definición de composición, a que 
TSO + sTSIO) = AT o SO + 
s(T o SKY). De donde, (T o SIX + sY) = 
HT O SAA) + s(T ° SXY ) y, por tanto, To S 
es una transformación lineal. 

El teorema precedente nos lleva al problema 

de mayor importancia de esta sección. Si T es 
una transformación lineal del »-espacio en el 
n-espacio, entonces la matriz 4 de T es una 
matriz m xX n. Del mismo modo, si $ es una 
transformación lineal del n-espacio en el p-es- 
pacio, entonces la matriz B de $ es una matriz 
n xp. T og es una transformación lineal del 
m-espacio en el p-espacio, y tiene, a su vez, 
una matriz C. ¿Cómo podemos calcular C en 
términos de 4 y B? Debe existir, sin duda, algu- 
na forma de hacer este cálculo puesto que A 
determina a T, B determina a S, S y T deter- 
minan a PoS, y To § determina a C. Necesi- 
tamos un procedimiento explícito que nos será 
ofrecido por el siguiente teorema. 
45.4 Teorema, Supongamos que S cs una trans- 
formación lineal del m-espacio en el n-espa- 
cio, y que T es una transformación lineal del 
n-espacio en el p-espacio. Sea A la matriz de 
S, y B la de T. Entonces, el elemento ¿-¡ de la 
matriz de To S es el producto escalar 


È AmBos 
pr 


de la ¡£sima fila de 4 y la jésima columna de 
B. 

Demostración. Recordemos que, por defini- 
ción, el elemento ¿-f de la matriz de F o S es 
la ¡£sima coordenada de la imagen (Fo $) (Ur) 
de U*, donde U* es el vector unitario en la di- 
rección y sentido del ¡-ésimo eje coordenado (Us 
tiene un l por j-ésima coordenada, y nulas las 
demás). Ahora, (T o S)(U:) = T(S(U*)), y 
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S(U“), imagen de U+ dada por S, es precisa- 
mente la ¡-ésima fila (4a , Aj, . Asn ) de 
la matriz 4 de §. En consecuencia, (F o 5) (U*) 
= TAa, Ai, , Aza). Conforme al teore- 
ma 43.4, la j-ésima coordenada de esta imagen 
es el producto escalar de {4a „Agso. Aj) 
con la ¿ésima columna de la matriz B de F, 
(Bay, Bayo + > Bay). Así la matriz de To S 
es (Ain Aia, Aia) (Bij Ban +00, Ba) = 
AaB + AmBr t. + AmBaz 


2, ABr. i 
Antes de ofrecer ejemplos sobre el uso de este 
teorema definamos una multiplicación de ma- 
trices. 
45.5 Definición. El producto CD de una ma- 
triz m X a, C, por una matriz n X p, D, es la 
matriz m Xx p cuyo elemento ¿¿ es el produc- 
to escalar de la ¿sima fila de C con la jésima 


$ pS 
columna de D; es decir, (CD); = 2 CiDas. 
r: 


La multiplicación de matrices recibe el nom- 
bre de multiplicación de fila por columna. Si A 


12 L 23 
-(; EREE 


-1 2, 

el elemento que aparece en la segunda fila y 
primera columna de AB es el producto esca- 
lar de la segunda fila de 4 con la primera co- 
lumna de B, y es, por tanto, (3, 2) - (1, 3) = 
3 + 6 = 9, Indicaremos los factores de todos 
los elementos de AB. Con todos los productos 
escalares formados por cada una de las filas 
de 4 con cada una de las columnas de B obten- 
dremos una matriz 2 x 3. 


1 21 23 

E JG -1 = 
a (1,2-(2 —1) oa) 
(3,2-(1,3) 8,3-(2,—1) (3, 2) (3, 2) 


om 
No 4 13 
Por supuesto, para poder muttiplicar dos ma- 


trices es necesario que se adapten entre sí con- 
venientemente, El producto escalar de una fila 


Y, y entonces 
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de la primera por una columna de la segunda 
exige que la fila y la columna sean de la misma 
longitud. En otras palabras, el número de co- 
lumnas de la primera, que expresa la longitud 
de cada una de sus filas, debe ser igual al nú- 
mero de filas de la segunda, que expresa, a su 
vez, la longitud de cada una de las columnas 
Si A es una matriz m X n, es necesario, para 
que AB esté definida, que B sea una matriz 
nxp- 

El producto AB tiene entonces m filas y p 
columnas, y es, por tanto, una matriz m X p. 
Así, el producto de una matriz 2 x 2 con una 
matriz 2 x 3 es una matriz 2 X 3, como en 
nuestro ejemplo; el producto de una matriz 
1 x 3 con una matriz 3 x 2 es una matriz 1 x 
2; el producto de una matriz 2 x | con una ma- 
triz 1 X 3 es una matriz 2 x 3: por último, el 
producto de una matriz 2 X 3 con una matriz 
2 x 2 no está definido. Veamos varios ejemplos 
de multiplicación de matrices 


GJG J= 
a 


= ((, 2, —1)}(—1, -2,-3) (12 —1) 
(0,2,1) (1,2, —1)+(3, 1, 0)) = (-2, 3, 5) 


ne 
1021 1 


( q, 2,1) (~2,2, —1) (1, 2, 1) {(—1, 2, 1) ) 
1, 0,2):(-2,2, —1) (-1,0,2(-1,2, 1) 


- 5) 


Podemos reenunciar el teorema 45.4 en tér- 
minos de multiplicación de matrices, 


JJ 
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45.6 Teorema. Si A es la matriz de una trans- 
formación S del m-espacio, en el n-espacio, y B 
es la matriz de una transformación lineal 7 
del n-cspacio en el p-espacio, entonces 48 es la 
matriz de la transformación lineal T o S del 
m-espacio en el p-espacio. 

En otras palabras, si 7 y S son transforma- 
ciones lineales, entonces, 

(matriz de S) (matriz de F ) = matriz de To S. 
Obsérvese que el orden en que aparecen “ F” y 
“S” a un lado de esta igualdad es el contrario 
al del otro. * 

Podemos utilizar la relación existente en la 

multiplicación de matrices y la composición de 
transformaciones lineales para establecer una 
proposición sobre la multiplicación de matri- 
ces. Sabemos que la composición es asociativa. 
Esta propiedad nos da la posibilidad de sospe- 
char que la multiplicación de matrices há de 
ser asociativa. 
45.7 Teorema. Supongamos que 4 es una 
matriz m X n, B una matriz n Xx p y C una 
matriz p X q. Entonces, ({48)C = A(BC). 
Demostración. Nos basaremos en el teore- 
ma precedente y en la asociatividad de la com- 
posición. Sean A la matriz de la transforma- 
ción lineal R, B la matriz de 5, y C la de T. En- 
tonces, puesto que T o(SoR) = (To S)OR, 
se cumplirá que (matriz de S o R) (matriz de 
T) = (matriz de R) (matriz de To $). Aho- 
ra bien, la matriz de So R = (matriz de R) 
(matriz de $) = AB, y, del mismo modo, (ma- 
triz de T o $) = (matriz de S) (matriz de T) = 
BC. Por tanto, (48)€ = A(BC). | 

Sahemos que la composición de matrices 
no es siempre conmutativa; sospechamos, en 
consecuencia, que existen casos en los que la 
multiplicación de matrices no es conmutativa. 
En efecto, tales casos existen; (véanse los pro- 
blemas al final de la sección). 

Por último, la multiplicación de matrices 
nos proporciona un modo conveniente de 


* Existen dos definiciones posibles de matriz de una trans+ 
formación lineal; cualquiera de ellas posee sus desventajas. 
Esta inversión de orden es la principal desventaja de la de- 
finición que utilizamos. 
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describir la actuación de una transformación 
lineal. Recordemos (teorema 43.3) que si A 
es la matriz de una transformación lineal T 
del m-espacio, entonces la j-ésima coordenada 
de T(X), donde X cs un vector m-dimensio- 
mal, es el producto escalar de Y con la j-ésima 
columna de 4. Ahora bien, si suponemos que 
X es una matriz 1 x m, * entonces dicho pro- 
ducto será el elemento 1-¡ de XA. En conse- 
cuencia, 


45.8 Teorema. Si T es una transformación 
lincal cuya matriz es 4, entonces T (X) = XA 
para cada vector X. 


Así, si Ttiene por matriz (1 2 A entonces 
120 


T, y = (14) G E s 


= (e +y, 22 + 2y, 32). 


PROBLEMAS 


45.1 Calcular, en cada caso, la matriz X, 


w x= (a) 


*Esta consideración no es completamente correcta, En 
vez de “considerar Y como una matriz L x m” estamos, 
de hecho, considerando la matriz X de orden | x wn tal que 
Xy = X; paratodof 


45.2 Calcular, en cada caso, la matriz X. 


w re(n 
x= (936) 
) 


45.3 Calcular, en cada caso, la matriz X. 


w xG AEA 
o (565) 
o x= (55) 
o 6365) 
o. 


45.4 Calcular, en cada caso, la matriz X. 


2 
() (153) G) =X 
9, 


ZEN 81 

0) 52)=X 
3 16/X—1 7, 
257 / 810 

@ (316)][ 520)=x 
0 0 0/\-1 7 0, 


45.5 Calcular, en cada caso, la matriz X. 


1 0 0\ /1 0 0 
t) [o1o)[o10)=x 
001 1 


45.6 Supongamos que $ y T son transformaciones lineales 
del espacio bidimensional en un espacio bidimensional, que 
C esla matriz de 5, y que Des la matriz de 7. Calcular, en 
cada uno de los casos siguientes, la matriz de S o F. 


00) (3 
ib) C= ( 
ec È) >l 
oc- C) ol 


45.7 Calcular, en cada caso, la matriz X. 


181/21 1 2 
kaos 14041 
-2 1-2 1 


b) (12345) 


130 11 
45.8 Sil y y y Jos da matriz deS yf —3 1 Jos la motriz 
12 


de T. encontrar (a) la matriz de ToS, (b) (T oS) (1, 2), 
(e) (SoT)(1,3, 1). 


1-1 
45.9 Si TA) = KG psn E 


Pron 
Poo 


encontrar (To 5) (2, 0, —1, 1). 


45.10 Si f es una función de un conjunto A hacia un con 
junto B, y g es una función de 8 hacia un conjunto C, pro- 
bar que g 0 f = | (x 2): para algún y, (x, y) E Sy (y 2) 
Egl. 

45.11 Una relación es un conjumo de pares ordenados, 
Si R y $ son relaciones, entonces se define la compuesta 
RoS como! (x, z): para algún y. (x, ES y (p. ER. 
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Probar que sì R, 5 y T son relaciones, entonces (R 0 5) 0 7 
=Ro(SoT) 

45.12 Se dice que una relación R es tramsitiva si, para 10- 
dos los x, y, z tales que (x, y) ER y (y, z) ER, se cum- 
ple que (x, 2) ER. ¿Cuáles de las siguientes relaciones 
son transitivas? 


(2) L(x, y) : x, y som números reales tales que x < y! 
(b) }x. y) ix, y son números reales tales quex > y. 

(e) T(x. y): x, y son números reales tales que xi > y 21 
(d) Etx, y): x. y son números reales | 

() lis y 74 


45.13 Probar que una relación R es transitiva si y sólo si 
ROR CR 
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Si S y T son transformaciones lineales del 
m-espacio en un m-espa: entonces S o Tes 
también una transformación lineal del r-espa- 
cio en un m-espacio. En otras palabras, el con- 
junto de todas las transformaciones lineales 
del m-espacio en el »=éspacio es cerrado cuan- 
do se le somente a la operación “composición 
de transformaciones”, Encontramos aquí base 
para sospechar que puede existir alguna ana- 
logía con las estructuras algebraicas estudiadas 
anteriormente, y. así, resulta interesante inves- 
tigar si existe un elemento unitario o idéntico 
para la composición, y si, en tal caso, existen 
en la composición los inversos de las trans- 
formaciones lineales. Dedicamos esta sección 
a la discusión de este problema. Comenzare- 
mos, tal como hicimos al i r la investiga- 
ción de la composición y la multiplicación de 
matrices, con la discusión de funciones que no 
son necesariamente transformaciones lineales. 

Supongamos que X es un conjunto y que F 
= [f:fes una función de X en X I, F es, pues, 
cerrado bajo la composición. Ahora bien, ¿exis- 
te en F un elemento que, para la composición, 
sea el unitario o idéntico? En otras palabras, 
¿existe una función 7 de X en X tal que / of = 
Sof = f para todo f que pertenezca a F? ¿Exis- 
te una función 7 de X en X tal que F (f(x) = 
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JU) = fœ) para todo x de X ? Existe, por 
cierto, una posibilidad que se sugiere a sí mis- 
ma. Supongamos que sea / la función que per- 
mite asociar cada elemento de X' con si mismo; 
es decir, sea Z la función que, para todo y de 
X, y) = y. Entonces, IQ ix) = f y 
JUGO) = fx) para todo x de X, y, en consecuen- 
cia, Fo f = f = f OF, esto es, la función 7 = 
1, y): y E X les idéntica o unitaria respecto 
a la composición. 

46.1 Definición. En todo conjunto X se define 
la función 7 ¿de X como el conjunto (y, y): y 
EX 

Si no hay peligro de confusión, omitiremos 
el subíndice ** X"; escribiremos, sencillamente, 
I para referirnos a la función idéntica. 

Acabamos de comprobar que: 

46.2 Teorema. Si fes una función de X en X, 
entonces Jy o f = f oò Ix = f. 

Sería conveniente averiguar si la función 
idéntica Jes única; es decir, que si J es una 
función de X en X tal que Jo f = foJ =f 
para toda función f de X en X, entonces J = fy. 
Ahora bien, el problema propuesto tiene cier- 
tas caracteristicas que resultan familiares. Su- 
gerimos al lector que revise el problema 3.7. 
o, mejor aún, que analice las igualdades: 


Jolz=lxoJ = lx. 


Investiguemos ahora la existencia de los in- 
versos en la composición. Si f es una función 
de X en X, ¿existe una función g tal que g o f 
= f o g = I? Consideremos el problema 
dividido en dos partes. Primera, ¿existe para 
f. una función g que sea inverso a la izquierda? 
Esto es, ¿existe una función g tal que gof = 
1, o que, equivalentemente, g( f(x) = x para 
todo x de X? Si tal g existe, tiene que poseer 
la siguiente propiedad: si f(x) = y, entonces 
ZU) = gly) = x es decir, si (e, y) Ef, 
entonces (y, x) € g. Se nos presenta una difi- 
cultad; si (x, y) y (2, y), donde x = z, pertene- 
cen a f. entonces, tanto ( y, x) como (y, z) han 
de pertenecer a g, con lo que g no sería una 
función. Concluimos que la existencia de un 
inverso g a la izquierda exige que f sea uno a 
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uno, Consideremos la segunda parte del proble- 
ma: ¿existe, para un f dado, una función g tal 
que f og = 1”, ¿existe una función g tal que 
fig) = x para todo x de X? Observemos 
que si x no pertenece al codominio de f, enton- 
ces es imposible que /(g(x)) = x. En conse- 
cuencia, la existencia de un inverso a la dere- 
cha exige que f sea una función de X sobre X. 
Estos resultados nos restringen a funciones 
uno a uno de X sobre X. Tales funciones no 
tienen problemas. 

46.3 Definición. Si f es una función de Y sobre 
X, definimos la función inversa f~! como | (x, 


yes 

Existen otras muchas definiciones equivalen- 
tes de f”!. Por ejemplo, f~ = lu, v): u = 
Ayto f =i, dE X i. También queda 


bien definida f”* si convenimos que y = f~ (x) 
si y sólo x = f(y). Los elementos de f=! se ob- 
tienen con sólo invertir el orden de las compo- 
nentes de los pares ordenados pertenecientes a 
f. Si X es un conjunto de números reales tal 
que fes un subconjunto del plano, entonces f”' 
es el subconjunto obtenido cuando se hace ro- 
tar f alrededor de la recta į (x, y) y = x | (véa- 
se la figura 46.1) 

Probaremos que si f es una función uno a 
uno de X sobre Y, entonces f~! es la función in- 
versa de f bajo la operación composición. 

46.4 Teorema. Si fes una función uno a uno de 
X sobre X, entonces f "of =fof"! = Ix 
Demostración. En primer lugar, f”' es una 
función puesto que, si (x, y) y (x.z) pertenecen 
a ft, entonces (y, x) y (z. x) pertenecen a f. 
pero, como f es uno a uno, y = 2. Para cada x 
de X existe en X un y tal que (x, p) € f pues- 
to que X es el dominio de f. Entonces, si y = 
Ax), será x = f~) porque (y, x) E fat; por 
tanto, (fO = f (y) = x con lo que fof 
= fx. Por otra parte, para cada x de X existe 
en X un y tal que (y. x) € f puesto que X es el 
codominio de f. Entonces, (x, y) E f~, y = 
J A) = f) = x, y, en consecuen- 
cia fof" = Ix- 

Como resumen de nuestros resultados ante- 
riores podemos concluir que, si F es el conjunto 
de todas las funciones uno a uno definidas en 
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Figura 46,1 


un conjunto Y sobre el mismo conjunto X, en- 
tonces F dotado de la operación composición 
es un grupo. Es decir, o es cerrada en F, o es 
asociativa, existe en F un elemento J tal que 
Tof=/f 01 = f para todo f de F. y, por últi- 
mo, para cada f de F existe en F un f`! tal que 
f10f= f0f-1= I Los demás datos que nece- 
sitemos conocer acerca de F pueden deducirse 
de las conelusiones anteriores mediante los mé- 
todos y. en especial, los argumentos que apare- 
cen en la sección 3 

46.5 Teorema. Sea F el conjunto de todas las 
funciones uno a uno definidas en X sobre X. 
Entonces, para todos los elementos f y g de F, 


G) si fog = 7, entonces f=g yg = f", 
di) O =S. 
üh Fog)" =g of 


Demostración. (i) Si fog = I, entonces, con 
fa la izquierda, vemos que f ~'o (fo g) = 
fio! fofo g = ft, log = f7, con lo 
que g = f~, La composición con g~! a la dere- 
cha conducea f = g7!. 


(ii) Como siempre se cumple que g7!o g = 
1, entonces (f=!)710f7 1. Otro tanto se ob- 
tiene con fa la derecha. 

(iii) Sea A = g~ o f~. Con vista al resulta- 
do (i) sólo necesitaremos probar que 4 o (fo 
g)=1.Tenemosque: ho (fog) = (g'of?) 
o(jog = gof toifogh = glo ((f* 
of)ag =g>o llog =gtop=1. I 


Volvamos ahora a las transformaciones li- 
neales. Estábamos discutiendo las transforma- 
ciones lineales T que, definidas en el m-espacio 
sobre el m-espacio, son, además, uno a uno. 
Conforme al teorema 44,9, una transformación 
lineal del m-espacio es uno a uno si y sólo sì es 
sobre el m-espacio puesto que su nulidad es 
cero si y sólo si su rango es m, Tenemos, pues, 
varios criterios distintos para definir la clase de 
transformación lineal que se esté analizando. 
Por conveniencia adoptemos una terminología 
apropiada. 


46.6 Definición. Un operador lineal F es una 
transformación lineal del m-espacio, en el m-es- 
pacio para algún m. Un operador lineal es no 
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singular si y sólo si su nulidad es cero o, equi- 
valentemente, si es uno a uno. Un operador es 
singular si su nulidad no es cero. 

Probaremos que el conjunto de todos los 
operadores lineales del m-espacio es un grupo 
bajo la operación composición. 

46,7 Teorema. Sca £ el conjunto de todos los 
operadores lincales no singulares del m-espacio. 
Entonces, 


Gi) si S y T pertenecen a £, también So T 
pertenecea £, 

Gi) la composición de elementos de £ es 
asociativa, 

diii) si es Z el operador unitario (es decir, si 
NA) = X para todo vector m-dimensio- 
nal X), entonces FoS =S0f=S 
para Lodo elemento S de L, y 

(iv) si S pertenece a L, entonces la función 
inversa S”! también pertenece a L. 


Demostración. Sabemos que la composición 
de dos transformaciones lineales es, a su vez, 
una transformación lineal; por tanto, para pro- 
bar (i) basta demostrar que, si la nulidad de T 
es cero y la de S también es cero, entonces la 
nulidad de So 7 ha de ser cero. Ahora bien, 
si (S 0 TAX) = 0, entonces S(T (A) = 0; de 
donde, 7(X) = O puesto que S es no singu- 
lar, y. en consecuencia como T es no singular, 
se sigue que X = 0. En conclusión, S o T cs 
no singular. La parte (ii) es obvia; los operado- 
res son funciones, y la composición de funciones 
es asociativa. Más aún, el elemento idéntico, Z, 
es un operador lineal, y sabemos que la com- 
posición de funciones tiene su elemento idénti- 
co, de modo que (iii) es evidente. Resta probar 
que, sí S es un operador lineal no singular, en- 
tonces S”=! es también un operador lineal no sin- 
gular. Sabemos que $~! es una función uno a 
uno del »m-espacio sobre el m-espacio; basta, 
pues, demostrar que 5”! es lineal. Supongamos 
que U y Y son vectores m-dimensionales, y que 
r y s son escalares. Entonces, existen vectores 
X y Y tales que (X, V) E Sy (Y, MES, de 
donde X = S“4U) y Y = S” (Y). Puesto 
que SOX. + sY) = SI) + sS(Y) = rU + 
sV, tenemos que {rX + sY, rU +5Y)ES, por 
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tanto, SGU + sV) = rX + sY = 158" (U) 
+ 55” (1). En conclusión, §~! es lineal. 

Hemos visto que cada transformación lincal 
poste una matriz, y que cada matriz determina 
una transformación lineal única. Los resultados 
alcanzados en nuestro análisis de la composi- 
ción de transformaciones lineales y de los inver- 
sos nos inducen a sospechar que resultados 
correspondientes puedan conseguirse en las ma- 
trices y en los inversos multiplicativos de las 
matrices. La sección siguiente se dedicará por 
completo a tal investigación y a las operaciones 
con matrices que se necesitarán para ello. 


PROBLEMAS 


46.8 En cada uno de los ejercicios siguientes aparece un 
conjunto X y una función de X en X. Haga un gráfico de 
la función; determine si es una función bno a uno, y si cs 
sobre X o no. S1 es una función uno a uno de X sobre X, 
haga un gráfico dela función inversa. 


(a) X = lx: xes un número real |, f = | (x, p) y = 
REJI 

(b) X = {x : xes un número real), f = | ix, y) 

de) X = Ix : x es un número real y —I £x S1), f = 
fæ piy20yx +y =l 

id) X = tx = x es un número real, y x = 0, f = | (x. y): 
xy=1] 

te) X = lx: xes un numero real |, f = IG yx y = x} 

(D X = fx: xes un número real}, f = | (x, yX y = x>} 


46.2 Sea X = 10, 1 1, Enumere todas las funciones de X 
en X. y construya una tabla de multiplicar en la que queden 
especificadas las composiciones de cada par de funciones 
posible. Enumere los inversos de las funciones que los 
posean. 

46.3 Sea X = 10, 1, 2}, Enumere todas las funciones uno 
a uno de X sobre X. Haga una tabla de multiplicar en la 
que queden especificadas las composiciones de cada posible 
par de funciones. Envmere los inversos. 

46.4 Sea X el conjunto de todos los números reales positi- 
vos, y sea f una función definida en X tal que f = } (x. y) 
y =x + į). Probar que f, en la composición de funciones, 
tiene inverso a la izquierda pero no a la derecha; es decir, 
probar que existe una función g de X en X tal que go f 
= Ix,pero que no existe función alguna A tal que fo A — lx. 
46.5 Sea X el conjunto de todos los números reales. Cons» 
truya una función f de X sobre X pero que, al mismo 
tiempo, no sea uno a uno. Demostcar que dicha función 
poses un inverso a la derecha pero ho a la izquierda. 
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46.6 Demostrar que una función f de X en X, donde X es 
un conjunto arbitrario cualquiera, tiene inverso a la iz- 
quierda si y sólo si fes uno a uno, 

46.7 Demostrar que una función f de X en X tiene inverso 
ala derecha si y sólo si faplica X sobre X. 

46.8 Una relación es un conjunto de pares ordenados, Si 
R y $ son relaciones, entonces (R o 5) = 1(x, z): para 
algún y. (DES, y. € R |. Si R es una relación, en- 
tonces la relación inversa R=! se define como [(x, y} 
O, ER |. Probar que (R=)! = R y que (R o SIT = 
STOR 
46.9 Demostrar que sí una relación cs transitiva, entonces 
la relación inversa también es transitiva (véase el proble- 
ma 45.12). 


46.10 Supongamos que T es un operador lineal cuya ma- 


31 
triz es G 1) y que S es un operador lineal cuya matriz 


-( 1 A] Demostrar que 5 = T~ mediante la verifi- 
2 3 


cación directa de S o T = To S = 2 (Ante todo se debe 
encontrarla matrizde S o Ty lade To $.) 


234 
46.11 Sea T un operador lineal cuya matriz «( 21 i) 
-112 


y sea S un operador lineal cuya matriz es 


-1 2 1 
5-8-6] 
3 54 


Demostrar que $ = T* mediante la verificación directa 
de $97 = TOS = I (Ante todo se debe encontrar la 
matriz de SoT yla de ToS.) 


47 INVERSION DE MATRICES 


Los teoremas que hemos demostrado en rela- 
ción con los operadores lineales y sus inversos 
en la composición nos llevan, sin gran esfuerzo, 
a los correspondientes resultados en las matri- 
ces y en los inversos multiplicativos de las ma- 
trices. Basta tener presente las relaciones que 
existen entre las transformaciones lineales y las 
matrices. La matriz de un operador lineal de 
un m-espacio en un m-espacio es una matriz 
mx m, y toda matriz cuadrada es matriz de 
un operador lincal. Un operador lineal de un 
im-espacio es no singular si y sólo si su codomi- 
nio es todo el m-espacio. Esta expresión equi- 
vale a decir que las filas de la matriz de dicho 
operador lineal, que son imágenes de los vec- 
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tores unitarios de igual dirección y sentido que 
los ejes de coordenadas, son linealmente inde- 
pendientes. Esta sencilla descripción de las ma- 
trices correspondientes a operadores lineales no 
singulares sugiere la primera de las definiciones 
siguientes: 


47.1 Definiciones. Una matriz cuadrada es no 
singular si y sólo si sus filas son linealmente 
independientes. La matriz idéntica* o unitaria 
m ox m será simbolizada por å, y quedará de- 
finida por dy = k a sie pi Una matriz 
i si i=ĵ 

B es la inversa de una matriz A si y sólo si A8 
= BA =ô. Şi B es la matriz inversa de A, 
se dice que 47! es B (es fácil comprobar que, 
a lo sumo, existe un inverso). 

Resumamos los conocimientos que posee- 
mos sobre las relaciones entre operadores li- 
neales de un m-espacio en un m-espacio y las 
matrices m X m. Para cada operador lineal 
T existe una única matriz que, por el momento, 
denotaremos M ( T ). Sabemos que 


a) M(So T) = M(T)M(S). 


También sahemos que cada matriz determina 
un operador linea! único. Esto es, M, que es 
una función uno a uno en el conjunto de los 
operadores lincales, aplica dicho conjunto sobre 
el conjunto de todas las matrices m x m. Más 
aún, la matriz correspondiente al operador uni- 
tario 7 es 3, puesto que la imagen del vector 
unitario de la misma dirección y sentido que 
el ¡ésimo eje de coordenadas producida por 7 
es, precisamente, el mismo vector, y, además, 
la j-ésima coordenada de este vector es Ô cuando 
i#j, y es l cuando f = j. Así, 


0) MU) = 8. 


Por último, nuestra definición de matriz no 
singular implica que T es un operador lineal 


+ El símbolo “7” se emplea generalmente para designar 
la matriz idéntica. Sin embargo, ya hemos utilizado pre- 
viamenie el símbolo “7” para designar la transformación 
idéntica. 


160 


singular si y sólo si æ (T) es una matriz sin- 
gular. 

Los resultados precedentes bastan para poder 
dejar establecido el importante teorema siguien- 
te. La demostración queda a cargo del lector. 
47.2 Teorema. El conjunto de todas las matri- 
ces no singulares m X m es, con la operación 
multiplicación de matrices, un grupo cuyo ele- 
mento idéntico o unitario es3. La matriz del 
inverso de un operador lineal es la matriz in- 
versa de la matriz de dicho operador. 

Si A y B son matrices no singulares m X m, 
entonces ( 47')=! = A y (AB)! = B“ A~). 

Nos queda pendiente un problema operatorio; 
¿cómo se puede calcular la inversa de una 
matriz no singular A? Supongamos que, para 
todo vector m-dimensional X, es T el operador 
lineal tal que T(X) = XA. Entonces, por el 
teorema precedente, sabemos que A`! €s la 
matriz de 7 7'. En consecuencia, nuestro pro- 
blema se reduce a encontrar los vectores que, 
mediante T”', son imágenes de los vectores 
unitarios de la misma dirección y sentido que 
los ejes coordenados. Vale decir que debemos 
encontrar los vectorés cuyas imágenes, median- 
te T, son, precisamente, los vectores unitarios 
de la misma dirección y sentido que los ejes 
coordenados. Así, por ejemplo, dada la siguiente 
tabla de valores 


Tx, y) 
10 
01 


es evidente que a es la matriz de 7 ™ pues- 


to que T= (1, 0) = (2, 1)y 7 (0,1) = (3, 4). 
Entonces A~ (3 5) Esta observación su- 


giere un procedimiento operatorio. Diversos 
ejemplos nos servirán de ilustración. 

47.3 Ejemplo. Se pide calcular la matriz in- 
versa de A = G >) Intentaremos encontrar 
los vectores (1, s) y (1, u ) tales que (r, s) A 
= (1.0) y (1, u)A = (0, 1). El método con- 
siste en el uso racional de las operaciones ele- 
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mentales entre filas para llegar a obtener, a la 
derecha, filas cuyas componentes scan precisa- 
mente (1, 0) y (0, 1). Si tenemos éxito en las 
operaciones, habremos obtenido la matriz in- 
versa buscada; si se hace patente que no es po- 
sible conseguir (1, 0) y (0, 1) a la derecha. 
entonces la matriz A no tiene inversa, 

Comenzamos por transformar a forma ca- 
nónica el arreglo de la derecha 


z y (yá 
o 1. .0]2 3 
0 — 1H 1—2 
0=0-20 1-2 | 0 -1 


Las filas © y @ presentan, ahora, forma canó- 
nica. Utilizamos, a continuación, la fila @) para 
conseguir un cero en el clemento que aparece 
en el extremo de la derecha de la @. Así llega- 
mosa 


(e, YA 
20 


z y 
O0=0+30 4 -6 


Y a no es difícil obtener (1, 0) y (0, 1) en el arre- 
glo de la derecha. 


© = (00 Z EB AO 
O=-0 1 2|01 
La fila (E) nos dice que (2 —3) E 3 =(10) 


y la fila © nos dice que (—1 2) k 2-0 ». 


Deducimos gue ( 2 a) es 471. Este re 


-1 
sultado, por supuesto, se puede verificar con 
sólo comprobar que 4*14 = AA-'=1. |] 

47.4 Ejemplo. Encontrar un vector bidimensio- 


nal (x, y) tal que (x, y) G 3) = (4,2) y un 


vector (u, v) tal que (u, v} E 3) = (1,1). 


Si hacemos A = G 3 podemos escribir 
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(x, y) A = (4, 3), de donde { x, y ) = (4, 3) 471 
Un cálculo análogo nos prueba que (u, v) = 
(1, 1) 471 Afortunadamente, A es la matriz 
del ejemplo 47,3, y, por tanto, 471 = 


(i 


9=49(_ -6-0 


-3\ 
2 . Entonces, 


(1) =(1,D) E ES) - (LD. 


Para verificar las soluciones basta comprobar 


que (5, 6) (7 3) > 6,9 ye 
ao (5-0. 1 


Veamos una fácil regla para invertir matrices 
47.5 Regla. Para invertir una matriz no sin- 
gular A, constrúyase una tabla donde la matriz 
idéntica 3 aparezca a la izquierda y la matriz 
A a la derecha. Efectúense las Operaciones 
elementales en las filas hasta que aparezca la 
matriz idéntica 3 a la derecha. La matriz que 
aparece entonces a la izquierda es, precisa- 
mente, 47! 

Consideremos varios ejemplos más. 

47.6 Ejemplo. Encontrar la matriz inversa de 


2.34 
2 1 1) De ácuerdo con la regla 


112 
47.5 tenemos que 


A= 


z yz (9 
0) LOTO: ¿Read 
0 1-0 —-2—1—1 
O 0-0-1—=1—1—2 
O=-0+0 -1 10 0-2-3 


© = © + 209 ——1-0-2—-0—5— 8 
O=50+20 -3 54 0 0 1 


Interrumpimos momentáneamente las ope- 
raciones para observar que hemos obtenido a 
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la derecha una matriz que presenta la forma 
canónica, (filas O), O, y O). Podemos utilizar 
la fila © para conseguir un cero en la segunda 
columna de la fila (3); esta operación nos pro- 
porciona la fila ©. Ahora, la fila © nos permite 
llegar a un cero en la última columna de las 
filas restantes. 


O=20 + 30 —=1—3—0—4—0= 
1 


Por último, multiplicar (Y por (4), €) por 
(—4),y0 por O nos lleva a 


O=10 -1 2 1 100 
O=(-YO 5 -8 -6 010 
0=0 -3. 5 4 001 


Concluimos que 


ia al 
aaf 5 -8 -6) 
3.5 4, 


Este resultado, por supuesto, se puede verificar* 
con sólo comprobar que AAT! = ATA = 
ô. 

Por último, es posible encontrar una fórmula 
que permita calcular la inversa de una matriz 
2 x 2 para ello, obténgase la matriz inversa 


de (E $). Existe también una fórmula para 


obtener la inversa de una matriz 3 x 3, pero la 
aplicación de esta fórmula es casi tan compli- 
cada como el procedimiento utilizado en el 
ejemplo 47.6. 


* Para encontrar cualquier posible error se debe, tal como 
se ba hecho aquí, comprobar sucesivamente cada renglón. 
Así, por ejemplo, el sexto renglón nos dice que (—3, 5, 4) 
23 5) 
2 1 1) =(0,0,1),resultado que puede comprobarse 
-1 ı 2 
Fácilmente. 
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47.7 Ejemplo. Calcular la matriz inversa de 
a b la bl 
(e 2), donde z J= 0d boro, 


Observemos que, como E J= Osi y 


A= 


sólo si (a, b} y (c, d) son linealmente inde- 
pendientes, la matriz A tendrá inversa si y sólo 


y y 0, 

Procedemos como antes. 
y te, vá 
10 a b 
0 1 e d 
=c4 0 —be +ad 


(ad — 100 —d¿0 cdebe clad—be) 0 


Supuesto que c0, y que ad — be =À, obtene- 
mos, a partir de las filas © y O, la tabla si- 
guiente 


o- jo a 


CAF e 
@©= 30 ER 0 1 


Un cálculo directo nos lleva a 


d b 
(z Cr ON E 
ed, — a joo 1 

Za A 


Por tanto, A`! = aun cuando £ 


-0 1 


ple b|}, 
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PROBLEMAS 


Los cinco primeros problemas prueban el teorema 47.2. 
La notación utilizada es la que veníamos empleando antes 
de proponer dicho teorema, 

47.1 Demostrar que si 4 es una matriz cuadrada, entonces 

48 = ÖA = A. Comiéncese por observar que existe una 

transformación lineal F tai que M(T) = A y que T of 

=foT=T, 

47.2 Demnostrar que, si P es no singular y M(T) = 

A, entonces M { T~!) = 471. Pártase de la igualdad 
PoTrl=TloT=¿ 

47.3 Demostrar que, si A y 8 son matrices cuadradas no 

singulares y AB =ò , entonces d = B~ y B = 47. 

47.4 Demostrar que si A es una matriz cuadrada no sin- 

gular, entonces (A71)"1 = A. 

47.5 Demostrar que, si A y B son matrices cuadradas no 

singulares, entonces ( 48) = 87'A! 

47.6 Calcular 47! cn cada uno de los casos siguientes: 


o (37) 
wa (7) 


e) 


47.7 Calcular la matriz X en cada uno de los casos siguien- 
tes. 


478 Si (21) G A) = (ab), encontrar los valores de 
ayb 


a 
47.9 Supucsto que (7 y 2) le 1 1j]= (abo). 

0 2 1 
Expresar x, y y z entérminosde a,b y e 
47.10 Supuesto que A es una matriz m X m y que Ç es un 
vector m-dimensional tal que la ecuación XA = C tiene 
solución única, probar que es no singular. 
47.11 Supuesto que 4 y B son matrices m x m y que AB 
esno singular, probar que tanto 4 como B son no singulares. 
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48 COORDENADAS RESPECTO A UNA BASE 


Supongamos que A, B y C son vectores tri- 
dimensionales linealmente independientes de 
modo que f A, B, C ) es base del espacio tridi- 
mensional. Entonces, para cada vector tridimen- 
sional X, existen números a, b y c tales que X 

aA + bB + cC. El vector X determina 
únicamente los números a, $ y c. En efecto, si 
X =aA + bB +c = aA 4 bB CC, 
entonces (a — a’) A + (b — bB +(e 
— ¢) C = 0, con lo que, necesariamente, a — 
a' = b — b’ = ce — c’ = 0 puesto que los vec- 
tores A, B y C son linealmente independientes. 
Así, para cada vector X, los vectores A, B y C 
determinan una terna única (a, b, c ) de núme- 
ros. La terna (a, b, c) recibe el nombre de 
terna de coordenadas de X respecto a la base 
(A, B, C). Entonces, a cada vector X aparece 
asociada una terna de números que son las coor- 
denadas de X respecto a (4, B, C). Es decir, 
existe una función tal que la imagen del vector 
X es la terna de coordenadas. El objetivo prin- 
cipal de esta sección es encontrar un método 
efectivo que nos permita calcular la imagen de 
un vector dado, o, en otras palabras, un método 
para encontrar las coordenadas de un vector 
respecto a una base dada, Definimos: 
48.1 Definición, Sean Y!, V?,..., V“ vectores 
m-dimensionales linealmente independientes. 
Se dice que una función c del rm-espacio es una 
“función coordenada” de (V!, V?,..., Vm) si, 
para todo vector X, se cumple que 


X = XWV! H XHY? Hh eX) V = 


D AX) V 

m 
La Fésima coordenada de la m-upla c(X) 
es la ¡-ésima coordenada de X respecto a (V!, 
EEEE Sai 

Si U! = (1, 0, 0), U? = (0, 1,0) y U? = 

(0, D, 1), entonces, para todo vector (r, s, 1) 
es evidente que (», s, 1) = rU! + sU? + 
£U?, Por tanto, la función coordenada de ( U !, 
U2, U?) es la función que aplica (r, s, £) sobre 
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(r, s, 1) es decir, la función coordenada es el 
operador idéntico. En otras palabras, la ¡-ésima 
coordenada de un vector X respecto a (Ul, 
U?, U?) es, precisamente, X;, esto es la ¿ési- 
ma coordenada de X. Tal resultado no es sor- 
prendente; pero, como necesitaremos referirnos 
a la base usual del -espacio, daremos la con- 
veniente definición. 


48.2 Definición. La base usual del m-espacio 
es 1U!, U?,..., Uni, donde Us es el vector 
unitario de la misma dirección y sentido que 
1 +ésimo eje coordenado, Explícitamente, la 
jésima coordenada de U'+,(U +), €s ôij 

Antes de introducirnos en nuevos ejemplos 
de funciones coordenadas investiguemos un 
método operatorio general. El método es bien 
sencillo porque, aunque el concepto de función 
coordenada apenas acaba de ser expuesto en 
este texto, sin embargo la función inversa la 
conocemos bastante. En efecto, si V!, V?2,..., 
Vm son vectores linealmente independientes, y 
T es la transformación lineal que aplica Us a 
V i para todo į, entonces para todo vector m-di- 
mensional X se cumple que X = X UI! + 
XU? +... + XmUn, puesto que 


TA) = XT) + XT (UH +X T(U") 
= XV Veo XV, 


Ahora bien, como Pl, V2,..., Vr son lineal- 
mente independientes, T es un operador lineal 
no singular, y, en consecucncia, tiene un inverso 
Tr! Si aplicamos a X = T-' (Y) al resultado 
anterior, obtenemos 


TT) =Y = TUV) VO! 4 TUVE 
o TEJA V”, 


En otras palabras, las coordenadas de F='( Y ) 

son las coordenadas de Y respecto a (VI, Y?, 
-, Va). Entonces, 

48.3 Teorema. Si V', V2,...., V=son vectores 

m-dimensionales linealmente independientes, 

entonces la función coordenada ¢ de (Y, V?, 
., Um) es el inverso del operador lineal 7 que 

transforma el vector unitario [/* que tiene la 
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misma dirección y sentido que el ¡ésimo eje 
coordenado en Vi. 

De este teorema se sigue un corolario que 
describe la matriz de una función coordenada. 
48.4 Corolario, La matriz de la función coor- 
denada de { V', V}... Vw), donde V', V? 

, Vn son vectores m-dimensionales lineal- 
mente independientes, es la inversa de la matriz 
A cuyas filas son lás coordenadas de los vecto- 
res VI PAY 

Por tanto, la j-ésima coordenada de un vector 

X respecto a ( V', V2,..., V”) es el producto 
escalar X + C*, donde Cf es la jésima columna 
de Ar! 
48.5 Ejemplo. Dados Y! = (2,3, 4), V? = 
(2,1, 1) y V3 = (—1, 1, 2), se pide calcular las 
coordenadas de (2, 0, 1) y de (r, s, Z ) respecto a 
(V 1, V?, V2), Ante todo, necesitamos calcular 
la matriz inversa de 


34 
11) 
1 1 2 


En el ejemplo 47.6 se hicieron, precisamente, 
los cálculos necesarios para obtener la inversa 
de esta matriz A” !, Así, tenemos que 


1.2 Y 
an=] 5-8 -0 
-3 5 4). 


Entonces las coordenadas de (2, 0, 1) respecto 
a (Ut, V2, Va) vienen dadas por 


-1 v 1 
(20D| 5 -8 -5)=(-5,9, 5). 
-3 5 4 
Podemos comprobar que (2, 0, 1) = — 5! + 
9y? + 6V? = —S(2, 3, 4) + 90,1 1) + 
é(—l, 1, 2). Del mismo modo, 
Di 2 1 
rs DA 5 -8 6) = (=r + 5s = 31, 2r 
a DA 
— 8s + 5i, 


r-6 +). 1 
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Los resultados de esta sección servirán para 
resolver un importante problema que, para el 
plano y el espacio tridimensional ya hemos re» 
suelto por métodos distintos en los capítulos 
anteriores. Recordemos que una recta es un con- 
junto de vectores, 1X: X = A + rV, r esca- 
lar], donde Æ es un vector cualquiera, y V es 
un vector no nulo, y que un plano es un conjunto 
IXGX =A +V! rV, ri y r escalares |, 
donde 4 es un vector cualquiera, y V' y V? 
son vectores linealmente independientes. Podria- 
mos, incluso, considerar “planos tridimensio- 
nales” M=iXX=A+riW4irV4 
r3W3, ri m, ra escalares !, Por supuesto, en 
el espacio tridimensional un conjunto M es un 
subconjunto propio de dicho espacio. En general, 
podemos convenir la siguiente definición: 


48.6 Definición. Un subconjunto M del espacio 

m-dimensional es una variedad lineal K-dimen- 

sional si y sólo si existen un vector m-dimensio- 

nal 4 y k vectores linealmente independientes, 

VIV 2... Vò, tales que 

M=IX:X=A Fr VW AV rV 
+ rp VE, siendo ru ra 


+ Io escalares | 


k 
= IX:X = A +È rV‘ para 


algunos escalares nsr: > rehe 
Así, una recta es una variedad lineal I-di- 
mensional, y un plano es una variedad lineal 
bidimensional. Del mismo modo que hemos 
convenido en llamara Xíri, 2) = 4 +riV' + 
mV? ecuación vectorial paramétrica del pla- 
na, podemos ahora convenir en llamar a 
k 
Xara. 1 AR 2 ri Ve 
E 
ecuación paramétrica de una variedad lineal. 
Hemos visto que un plano P en el espacio tri- 
dimensional puede describirse como un conjunto 
de puntos donde se anula una especie de función, 
y que una recta en el espacio tridimensional era 
el conjunto donde se anulaban dos de dichas 
funciones. ¿Existe una descripción análoga para 
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una variedad lineal k-dimensional cualquiera? 
Comprobaremos que sí existe. 

Supongamos que 4 es un vector m-dimen- 
sional, que V!, Vt, , V+ son k vectores m- 
dimensionales linealmente independientes, y que 


£ 
M=Í(X:X= A+ rV para algunos 
m 


srei Supongamos que es- 
yea... V» 


escalares 71,72, 
cogemos otros vectores yiti, 
de modo que (V2,V?,..., Ve, Vet... Vm} 
es una base del »m-espacio, Sabemos que un vec- 
tor m-dimensional arbitrario cualquiera Y pue- 
de expresarse como 


Y = (Y) VI + ADV. + eY 
dPia VA MV. 


Observamos que Y es una combinación lineal 
de los vectores V!, V?, , Va si y sólo si to- 
dos los números 
(Pes, Pesa, ++ 1 (Y )m 

son ceros. (Generalmente se abrevia esta última 
proposici dYN,=0, paraj=k+1k+ 
2..... m.) Volvamos a la descripción de M. 
Un vector X pertenece a M si y sólo si X — A 
es una combinación lineal de V!, V2, ..., VA 
En consecuencia, un vector X pertenece a M si 
y sólo si los números 


AX — dir AX — Ajun 


., (AX — Am 


son todos ceros. Establezcamos formalmente 
esta conclusión. 

48,7 Teorema. Seal Y", Y?, , Y ™ | una ba- 
se del m-espacio, sea A un vector m-dimensio- 
nal, y sea M la variedad lineal 


E 
IX: X=4+ Erv 
para escalares ri, r.. ., ra l. Entonces M = 
IX AX — A= 0 
para 
Jeki mi, 
donde c(Y),, para algún vector Y, es la j-ésima 
coordenada de Y respecto a (F', V}... Vea). 
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Por supuesto, este teorema puede enunciarse 
en términos de matrices: la variedad lineal M 
es el conjunto |X : (X — A)Ci= 0 para 
k+Lk+2 ..,m! donde Cies la jési- 
ma columna de la inversa de la matriz cuyas 
filas son las coordenadas de VI, V2,..., Vm, 
Algunas veces llamamos a 


(X-A)JCI=0, j=k+1,k+2,.. 


ym 


ecuaciones no paramétricas de la variedad li- 
neal M. 


48.8 Ejemplo. Se pide encontrar ecuaciones pa- 
ramétricas de la recla |X: X = (1, 2, 3) + 
HA—1, 1, 2) para algún escalar ri, Si hacemos 
V' = (1, 1, 2) podemos escoger V2 = (0, 1,0) 
y V? = (0,0, 1) para obtener una base | VI, 
V2, V31 del espacio tridimensional. La inversa 
de la matriz de la función coordenada e respecto 
a esta base es, entonces, 


=1.12 
0 1 0) 
90.01 


y tenemos, por tanto, qué calcular la inversa 
de esta matriz. Omitimos uno o dos pasos en las 
operaciones necesarias para llegar a 


X cx) 
100 -11 2 
1 0 010 
0 1 001 
-1 1 2 100 


Por tanto, la matriz de la función ¢ es 


=1 1.2 
0 10) 
0.01 


y transcribiendo las dos últimas columnas (k = 
1), obtendremos, para la recta, las ecuaciones 
no paramétricas 
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Explícitamente, si A € M, sil Ct, C}, S 
C, CH)... , C™ | es una base del espacio 
vectorial m-dimensional, y si | V', V2, 3 
Y *j es una base dual, entonces M=(X: X 


=A+ DY rV‘ para ri, ra... , ra, esca- 
ii 


lares |, 

Demostración. Si A € M, entonces C+ A = 
c, para į = 1,2, , k. Como un vector X 
pertenece a M si y sólo si C^ X = c; para 
i=l,2, , k. entonces X € M si y sólo si 
C'' X = C' +A, o, equivalentemente, si y sólo 
si C+ (X — A) = O para j = 1, 2,. .,k. Ahora 
bien, sabemos que C* + Y = 0 para i = i, 


2,- k si y sólo si V = Y riV! para algu- 


Ess] 


nos escalares ri, 12,. .., q; de donde se sigue 


que X E MsiysólosiX—A= E rv 
in 

os Pre i 

El teorema precedente no aclara cuál ha de 
ser el método operatorio para decidir si el con- 
jumo(X:C* X = c, para i = 1,2, ki 
es vacío o si es una variedad lineal. El lema si- 
guiente demuestra que podemos utilizar un 
procedimiento ya conocido para llegar a deci- 
dir la cuestión. 
49.7 Lema. Supongamos que C', C? y X son 
vectores m-dimensionales y que cı, cz, a y b 
son escalares, b 7% 0, Entonces, C': X = ciy 
C? X = c si y sólo sì C?- X = ci y (C't + 
bC?) X = aci + ber 

Omitimos la demostración directa de este 
lema. El lema nos dice que, dada una lista de 
vectores y escalares 


para algunos escalares ri, 72, 


Ca 
es posible sustituir una fila C*, e, por una com- 
binación lineal de dicha fila con otra fila cual- 
quiera, (siempre que el coeficiente de Ci, e, no 
sea cero), y obtener una nueva lista tal que el 
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Cr X = cj para j = 1, 2, .., , k es idéntico 
al conjunto de soluciones de la nueva lista. Mos- 
traremos, mediante ejemplos, cómo puede apli- 
carse este lema. 

49.8 Ejemplo. Encontrar ecuaciones paramé- 
tricas correspondientes al conjunto de vectores 
4-dimensionales M = Í X: (1, 1,2,0): X = 1 
y (2, 1, 3, 1) +X = —2). Primero buscaremos 
una base para el espacio vectorial de todas las 
combinaciones lineales de los coeficientes vec- 
toriales, 


O 1— 1—2—0 —1 
O————— 2 1 3 1 —=2 
®© = © - 20—0= ESEO 


0=0+0 LodoL Toa 
O=-0 90 1 1-1 4 
El lema garantiza que (1, 1, 2, 0): X = 1 y 


(2,1,3, H) -X = —2 si y sólo si (1,0, 1, 1)- X 

= —3 y (0, 1, 1, 1): X = 4, Si llevamos estas 

ecuaciones a la forma escalar 
XAXA X= 
Xi+ XX 4 


comprobamos que Xi = —3, X: = 4, X3 = 
X, = 0 es una solución. Entonces, (—3, 4, 0, 
0)€ M, con lo que M es una variedad lineal 
bidimensional. 

Si hacemos Ct =(1,0,1,1),C0?=(0,1, 1, 
—1)} C? = (0,0, 1,0), y C* = (0, 0, O, 1), 
entonces { C', C7, C?, C*} es una base. Para 
obtener una base dual basta invertir la matriz 
cuyas filas son Ct, C?, C3, C4, Fácilmente, 


œ 1-0 001 0 — 11, 
o a a Iani Ia GR 
o o—o—i—o— i—i t 
a mmama M 
O=0-0-01 0-1 -1 1 0.000 
O-0-0+00 1-1 1 0 1 0 p 
0-0 0.0.1.0 0.01 

o=0 0.0.0.1. 0.0.0 5 
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Entonces, por el teorema 49.2, una base dual 
{ V1, V2, V2, V44 se obtiene con sólo hacer Y! 
= (1,0, 0, 0), ¥? = (0, 1, 0, 0), Y? = (—I, 
—1, 1,0}, y V+ = (—1, 1,0, 1), Ahora, según 
el teorema 49.6, M es el conjunto de todos los 
vectores X tales que ¥ = A + rV? + sV‘, 
para algunos escalares r y s, y, en consecuencia, 
la ecuación paramétrica buscada es X = (—3, 
4, 0, 0) + l, —1, 1,0) + st—1, l, 


onp 

49.9 Ejemplo, Encontrar ecuaciones paramétri- 
cas correspondientes a M = } X; (1, 0, 2,3): X 
= 1,0, 1,1,1) X = 0,0, 1,3, 4) - X = 3, y 
(i, —1, 1,2) - X = —1 |. Busquemos una ba- 
se para el espacio vectorial formado por todas 
las combinaciones lineales de los coeficientes 
vectoriales. Así, 


1.0.2 3 1 
®© 0 1 de <P 0 
0 —- 1 —-3—-4 —— 3 
a— 1=]—1—2 =] 
O=0-0 0 0 2 3 3 
0=0- A) 
O0=-0+0 0 0 0 0 -2 


Sin necesidad de terminar las operaciones ob- 
servamos que, conforme a ©, ©, O, y O M 
es el conjunto de todos los vectores X tales 
que (1, 0, 2, 3)- X =1,(0,1,1,D)-4 =0, 
(0,0, 2,3): X = 3, y (0,0, 0, 0) - X = 2. Ahora 
bien, la última de estas ecuaciones es, evidente- 
mente, imposible; en consecuencia, M es 
vacío. 
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PROBLEMAS 


49.1 Aplique los métodos expuestos en esta sección pa- 
ra resolver las ecuaciones. 


(a) Er—-3y-2=0 y 2-72 =0. 
(b) 2s -+ 3y — z = 0, 6r — by + 2% = 0 


y 38e ytz =O. 


49.2 Resuelva 
homogéneas. 


los siguientes sistemas de ecuaciones 


a 


@ r+y-z-w=0, 2- y+ 3+ 3w 
E A 
0, z — 5y + 3z = 0, 
Y 5s- 3y+z 
(Y) XitX+X%+X =0 
yX +X- 


o, 


X- 5% =0. 
49.3 Resuelva 


—X14 X+ 3X1 Y Mi X242Xa =2. 


49.4 Resuelva z — 3y — 32 = 3, 1 — y — 2 = 2, 

y s=y-z=l 
49.5 Para todo subconjunto M del espacio m-dimensio- 
nal, sea ML= iC: C- X = 0, para todo X E Ml 
Probar que (a) ML es un espacio vectorial, y (b) 


(MUN:=M NE 


49.6 Utilizando le misma notación del problema ante- 
rior pruebe que, si M es un subespacio k-dimensional 
de un espacio m-dimensional, entonces ML es un sub- 
espacio (m — k dimensional, y que, si M es un subes- 
pacio cualquiera del espacio mr-dimensional, entonces 
aro a 

49.7 Probar que todo sistema de ecuaciones lineales 
homogéneas donde existan más incógnitas que ecuaciones 
tiene siempre soluciones distintas de la trivial. En otras 
palabras, probar que, si C!, C3, ., Ckson vectores m- 
dimensionales, y k < m. entonces existe algún vector mw 
dimensional no nulo X tal que C4- X = O para i = i, 
2h 

49.8 Supongamos que €, C}, C™ son vectores 
dimensionales, y que la ecuación Ci + X = 0 para! = 
1. 2,.... m tien alguna solución X, X 34 0. Probar que 
LEN, C3,..., C™ | es un conjunto de vectores lineal» 
mente dependiente. 


Respuestas 


a los problemas impares 


2.1 La clave de este problema, en todas sus partes, 
está en averiguar si ambos miembros de la igualdad se 
tornan idénticos cuando en la igualdad dada se reempla- 
za a por b, Así, haciendo estos reemplazos, tenemos. 


(a) b+b=b+è 

(bd) 254+b=3-b 

(o) b+e=b+c 

(d) @ +) b= btb +b) 

() d+b=b+d 
De esta suerte, las igualdades (a), (c) y (e) tienen ahora 
idénticos sas primeros y segundos miembros y por ello, 
la verdad de (2), (c) y (£) se deduce directamente de nues- 
tro concepto de igualdad. Por otra parte, en (b) y (d) los 
miembros de la izquierda y de la derecha no son idénticos, 
para verificar la correción de esas igualdades es menes- 
ter utilizar además algunas propiedades de la adición y de 
la maltiplicación 


2.3 Para cualesquiera múmeros.x y y es 


(æ — y} = 2? — 2ey + yo 


2.5 Para cualesquiera números x, y y 2, 69 
@ Hya + 2) = a? t (y+ a H ye 


2.7 Dados dos números cuatesquiera, la suma de ta di- 
ferencia del primero y el segundo con la diferencia del 
segundo y el primero es vero. 


a9 +7 + 10)(1000 — 8) _ 
{ 992 
2.11 Enla terminologia corriente tenemos que F) 
= xr. y, S(x) =m x?, Entonces, S(r) = T r°, y, Fla) 
=r/r=l 
FISG)) = F(e-2) = x33 5 3? = 9, 
SIFON = S8/r) =1(3/1)? = 9/1 + FIS). 
2.13 El resuitedo de la sustitución es la proposición 


falsa “Para cualquier número x existe un número x tal 
querrás". 


l="» 
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31 () 2+2 + 
2+(2+4) 


Lota 


8. 
8. 
6. 
+3=6. 
© 0+2 +47) + 14 
= {3 +447] +14 


14+ (74 (+ (+ DR 
= 144174144 8]) 
= 144 (7 47] = 144 14 = 28. 


33.() (a+b) + let d) 


@ +a) + (dte) 
+ la + id + o)l 
(d) a+ fb- {e+ al 


= (a+b) + etd) 
Ka + 5) + c] + d 
la + (b -+ c)] + d 


Axioma de conmutatividad 
Axioma de asociatividad 


Axioma de asociatividad 
Axioma de asociatividad 
Axioma de asociatividad 


35 (a) No. Por ejemplo, 2 5% 5— 2. 
(b) No. S+ 2) 1=3 1, en cambio, $ 
Q—=b=$=1=4 
3.7 Puesto que a + x = x, para todo número x, en 
particular a + b = b, y, además, x + b = x, pura todo 
x, en particular, a + b = a; entonces, se colige que a = b. 


3.9 Nuestro concepto de igualdad nos dice que, como 
a+b=a+ co-a+la+bi=—a + late) 
Pero, 


=a + (a +b) 

=(=a+a) +b Axioma de asociatividad 

=0+% Problema 3.2 

=b Definición de cero 
Análogamente, 

=at (a+ c) 

=({-0 +a) +e Axioma de asociatividad 

=0+e Problema 3.2 

=e Definición de cero 
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3.11. (a) 


1. (@— b) + (e-d) = [a + (—b)] + le + (—d)] 


Definición de a — b y e — d 


2. = a + (0) + le + (01) Axioma de asociatividad 
3. = fa+[(—b) +0) + (—d) Problema 3.3 (b) 
d = (a + [e + (51 + (-d) Axioma de conmutatividad 
5. a (a +e + (b) + (0) Axioma de asociatividad 
6. =a + {c+ [(—0)+ (—d)]) Problema 3.3 (b) 
7. = (040) + (8) + (9) Ejemplo 3.8 
8. = (a + e) + [(—b) — å] Definición de (—b)—d 
9 = (a +e) — [d — (3) Problema 3.8 
10. = (a +c) — [d + [- (—b)} Definición de d — (b) 
11. = (a+c) — (d +b) Teorema 3.5 
12. = (a+c) — b +d) Axioma de conmutavidad 


(b) 
1. (@ =b) -(-d) 


2 
3. 


3.13 Si suponemos que x = número de personas que 
recogió en el primer paradero, tendremos 


Ie +4) + (DEB HA H 


con un crecido número de signos de agrupación (parénte- 
sis curvos y rectos, corchetes, etc), Pero, si convenimos 
en que la ley asociativa dice, cn esencia, que no es nece- 
sario fijarse en la forma de agrupación de los términos. 
tendremos: 


+ (2) +8 + (0 18+ (8) A 
(20) + (1) =0 


lo cual nos da x 

Si suponemos que 4 = nombre del conductor, es ob- 

vio que, como yo leo el problema, 4 = “Roy Dubisch”. 

3.15 Con base cn Al: a — h es un número. Puede de- 
ducirse, 

a—b =a + (—b) 

—b es un número Axioma del inverso 

a + tb) es un número Axioma de clausura 

Con base en A2: a — b = b — a No es cierto. porque 
2—5 = —3# 5—2 = 3, Asi, pues, a—b=b—a 
no puede deducirse de AL-A5. 

Con base cn A3: a — {b —c) = (a — b) —c. No es cierto, 
porque, por ejemplo, 2 —(3 — 5) = 2 — (—?) = 4% 
Q- 3—5 = —l —5 =—6, Así, pues, a —(b — à = 
(a — b) —eno puede deducirse de AL-A5. 


Definición de a — b 


Definición de (a — 5) y (e ~- d) 


(a=b) +{-— (cd) 


(a — b) + (d = c) 
atad- Oe) 


Problema 3.8 
Fante (a) 


De A4 deducimos que; existe un número b tal que y — b 
= y para todo número y. Puede deducirse. En efecto, 
= 0 porque 
y—0=y+ =+. 
De AS se deduce: Para cualquier número a existe un 
número b tal que a — b = 0. Puede deducirse. En efecto, 
b = a porque 


a—a=a+ia) =0: 


3.17 0 + (a + b)= {c + a) + b Axioma de asociatividad 


Pero, e + (a + b) =e +0 a + b = 0, dado 
=e Axioma de la identidad 
y le+ ab 0 + b c+a = 0, dado 


b Axioma de la identidad 
Luego, e = b. 

4.1 (a) Solamente son posibles la rotación idéntica, 
K= giro en 360°) y un giro cn el espacio, F,(= simetría 
axial} sobre el eje vertical. 


(6) La tabla de operación del grupo cs 


els F 
I I F 
F F 1 


(e) F =F y, desde luego. F =Q91 
1d) Se satisface el axioma de conmutatividad (la 
tabla cs simétrica respecto de la diagonai). 
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43 (a) Las únicas rotaciones posibles son la idént 
ca, 1. y la rotación R de 180%, Hay dos ejes de simetri 
ano vertical y otro horizontal. Convenimos cn llamar 
Y a la rotación en el espacio (voltear la figura) sobre el 
eje vertical y H a la rotación en el espacio sobre el eje 
horizontal. 


OS 


() R=OR, H=QH, V=0QY. 


(d) Se satisface el axioma de conmutatividad 


4.5 (a) Debido a los cinco “garfios” de la figura, no 
existe eje de simetría y en consecuencia, no existe rota- 
ción en el espacio {acción de voltear la figura alrededor 
de un eje). Por otra parte, existen cinco rotaciones posi- 
bles: de 0% 3601/5 = 72%, 1441, 216 y 2280, Repre- 
sentémoslas por 7, R 1, Ra, R +, Ra, respectivamente. 


DO | h Rh h R 
T| R Re hù A 
R R Ri Ra Ra T 
Ea R, Ra Ri 1 Ri 
Rs Ry Ra f Ry Ro 
EN Ri F R Rs Ry 


(0) Ri=CORi R= ORs 
R -ORe Ri = ORe 


(d) Se satisface el axioma de conmutatividad. 


4.7 Sí. Pues, 5m + 5n = Sm + nh de modo que 
se cumple la clausuratividad. Además: puesto que 0 = 
5 - 0 es un múltiplo de 5, se tiene un elemento idéntico 
{= identidad) aditivo, y puesto que si a = 5m es múl 
tiplo de 5, también lo es —g = 5 (—m), se tene tam- 
bién inverso aditivo, Por otra parte, la asociatividad 
y la conmutatividad se deducen de la asociatividad y con- 
mutatividad que rigen para enteros cualesquiera. 


49 Axioma 3: ala o) = aa 
aape a Pe g, 


facen.) 


O pero 


e satis- 


4.11 Con base en cl hecho de que cl inverso es único, 
sólo tenemos que demostrar que 


DADO = O. 
EDSS] 


= ah DIAO Definición e Oa 
=a lb S S S 1) Axioma de asociatividad 
=D 16 0 (On O (OnlAxioma de asociatividad 
= a0 H (O) Definición de> 
= a (O) Definición de © 
jo) Definición Da 


4.13 Sabemos que debemos tener dos elementos a y b 
y que uno de ellos, por ejemplo el a, es una identidad (ele- 
mento idéntico), de modo que a a = a ab = 
b@a = b. Esto determina nuestro grupo, excepto para 
b(® b. Pero, b debe tener un inverso que no es a puesto 


que a o — b u = b. Luego, debe serb = b, eP 


b — a. La tabla del grupo es, pues: 


b b a 


Las únicas variaciones posibles se relicren a la notación y 
al orden de los encabezamientos de la tabla. 

4.15 Por hipótesis, (1H y) O (10 y)=0 y, en con- 
secuencia: ile O y O G ONIO =O Oy = gror 
la definición de © . Omitiendo una detailada referencia al 
axioma de asociatividad, tenemos: 
DIR o» 
y =0 por hipótesis, se tiene; 

DD D O-» 


Entonces, por ta definición de Ò , xy Ex = y de modo 


que 
:Dd:000D0 = 
Finalmente, puesto que 1) x =© por hipótesis, onton- 
ces xy = ¡Oh para cualesquiera números y y- 
5.1 Contra-ejemplo: 


Puesto que 


5.3 En primer lugar, podemos observar que el mero 
enunciado del problema implica que debemos desentender- 
nos del axioma de asociatividad pues a-/-g-e-b.r.a 
podría carecer de sentido fuera del uso corriente de los sig- 
nos de agrupamiento, a menos que se dé por supuesto el 
axioma de asociatividad, Ahora, bien; 


= (a-lgre-dorra) (guasa crab lo 
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Mediante la aplicación reiterada del teorema de los re- 
ciprocos (más el axioma de clausuratividad), tendremos: 


(paarb bey! = gi amiant pip pl pat 


Puesto que hemos convenido en omitir las etapas del proce- 
so que utilizan las leyes asociativa y conmutativa, llegamos 
a la conclusión de que 


Q = (00) rte 
(6:07 (r) (4-07) 
=1.3-1-1-1-1-1=1l 


5.5 Si a £ 0, entonces tiene un inverso a™; luego, si 
ab = a+ c, sc obtiene: a™ > (a+ b) = a7!-(a- c). Enton- 
ces: 


aL. (a-b) = (a7t.a)-b Axioma de asociatividad 


= (a:a71)-b Axioma de conmutatividad 
1b Definición de a~ 
=b Definición de 1 
Además: 
a71 (a-e) = (a™t-a)-e Axioma de asociatividad 
(a-a?)-o Axioma de conmutatividad 
ale Definición de a™ 
=0 Definición de 1 
5.7. (a) — (—a +b) = —b +a 


b) (-b=c=a-=(b+0) 


5.9 Pane 1: Si b x O y a = c - b, entonces a/b = c. 
Demostración: Si b 74 0, existirá el inverso, bl y tendre- 
mos quea- b7 = (0: b)-b7, 

Pero, a. 5" — a/b, por definición, y 


(eb) bmt = ce (bbm) Axioma de asociatividad 
ael Definición de b-' 
=c Definición de 1 


Parte 2: Si ¿5 0, y a/b = e. entonces a = e b. 
Demostración: Si ajb = c, entonces a» b”* = c por defi- 
nición de a/b. Luego, la b*') b=c b. 

Pero, 
(a-b3)-b = a-(b"1-b) Axioma de asociatividad 

= a- (b-b) Axioma de conmutatividad 

al Definición de $7' 

=4 Definición de 1 


Definición de 2/6 y 
= lana a 


abi 


= (a:b!) Definición de L 
= a1: (b71)? Teorema de los recíprocos 


=a- -b Teorema del reciproco 

de un reciproco 
= bat Axioma de conmutatividad 
= b/a Definición de b/a 


5.13 Mediunte la aplicación reiterada de la definición de 
fracción, el miembro de la izquierda se convierte en: 


Le e, =m 
D b Hora 
ed) Near 


= a body 
a: (b. (eda 
= a- [b7 (e-d 


Teorema de los recíprocos 
Teorema del reciproco de 
un recíproco 


Análogamente, la aplicación de la definición de fracción 
hace que el miembro de la derecha se transforme en: 


e e e 
T (3) ? ay 
ajb, abt, 


= e[d- (a-57) 9 
= e (d eb) 
= cidad 


= (e-d) (0-b) 
= (a-b) (e-d) 
= a-e- 


Teorema de los recíprocos 
Teorema del recíproco de 
un recíproco 

Axioma de asociatividad 
Axioma de conmutatividad 
Axioma de asociatividad 


61(02:0+40=2:7= 14, 2:3+2:4=6+8 
= 14 
(0) 5-(7. +1) =5-18 = 90; 5-7 +5: ll > 
35 + 55 = 90- 


63.2+(34+4)=2+7=7 
LDL PS 


6.5 Utilizamos el hecho de que 


Propiedad del $6. 
B2r—82-56 =82-(5-10 +6) — Axiomade 
Sja = 82-(5-10) + 82-6 dstributividad 
32 = 4J0-10 + 402 = 4592 
ao~ 


4592. 
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Obsérvese que el número 410, que está en la cuarta fila, se 
desplaza un lugar hacia la izquierda teniendo el cuidado 
de multiplicarlo por 10. 

En la operación descrita hay otro modo, menos evidente, 
de utilizar el axioma de distributividad cuando se hace el 
próducto de 82 por 6. El niño realiza la operación así: 2 por 
6 igual 12, escribo el 2 y “llevo” H Utilizando nuestros 
axiomas eso equivale a lo siguiente: 


82-6 = (8-10 + 2)-6 
= (8:10):04+2:6 
=(8-10)-6 + 12 
= (8:10)-8 + (10 + 2) 
= [(8-10)-6 + 10] + 2 } Sres 


= [(8-6)-10 + 1- ar 
Al 


Almulúplicar 2 por 6 


= (8-6+1):104 2 
= (484 1)-104+2 
=49-10+2 


Al multiplicar 8 por 6 


sumar el 1 que se lleva 


6.7 Todos son verdaderos, excepto el MS. Obsérvese que 
no decimos que un entero, como número, no tenga un in- 
verso multiplicativo, por ejemplo 2+ $ = 1. Lo que deci- 
mos es que no existe un entero, b. tal que2= b = L. 


6.9 (a) x = 6es la solución única, 
Demostraci Parte 1. Puesto que 2-6 +3 =4:6—9, 
vemos que 6 es una solución. 
Parte 2, Demostremos que 6 es da única solución: 
Si 2x + 3 =4x — 9, entonces 


(2r +3) + ((-22) + 9] = (4% — 9) + [(-22) + 9) 


12 = 22 
+12 = 4(2z) 
6=x 
(b)x =—3,6. 2. 
Demostració1 Puesto que (23) + 1=7— 
(Edy 224 1 = 7—2 vemos que —3 y 2 son soluciones. 


Parte 2. Demostremos que éstas son las únicas so- 
luciones: Six? + 1 = 7 — x, entonces 


Q? o 
DESETE] 


Ahora, bien: 
a n a + dx 2x6 


= xix + 3) — x + 3) Axioma de Distributividad 
=(= +3)(:—2) Problema 62 


De esta suerte, (1 + 3) (x — 2) = 0. En virtud del teorema 
64,x +3 = 0,0, x — 2 = 0, Luego, x = —3, 0, x = 2, 
de acuerdo con el teorema 3. 7 de trasposición. 

(e) Todoslos números x. 


Demostración: 
; Definición de 1 
z PAE 
- 030 + lo 71] Pebnición de2="y 
= nd Definición de 4 y 2 
Teorema 5:8 relativo a la 
da multiplicación de 
23*32 fracciones 
m 3r + 2r Teorema 6.1 relativo a la 
3-2 adición de fracciones 
8 z E E Axioma de distributividad 


{d} No hay soluciones. 


Demostración: Supongamos 
30-—x) 


Entonces 


de modo que 
(630) + ES + 3x) = ($30) 4 (5 +34) 

y tendremos que 1 = 0, lo cual contradice el axioma AM: 
0%1 

6.11 Sea a = el número de cocos que tiene el Sr. Z 
Entonces, 4 a = el número de cocos que posee el Sr. Y. 
De está suerte, el Sr. X tendrá $ a — 5 cocos y el Sr. W, 
Ha — 5) cocos. Finalmente, el Sr. V tendrá $ a cocos 


j Hja — 5) = kita). 


Resolviendo la anterior ecuación, se tiene a = 18 cocos 
EJ Sr. Z tiene 18 cocos; el Sr. Y, 9 el Sr. X, 4; cl Sr, W, 2, 
y el Sr. V, 6. Verifique estos resultados. 

6.13 Las tablas de adición y de multipticación son las 
siguientes: 


e |o 1 E 1 
0 0 i 0 0 0 
1 1 0 1 0 1 


(1) Por las tablas, se ve que tanto la cluuduratividad como 
la conmuatividad son obvias. 

(2) Oes la identidad aditiva y 1 la identidad multiplicativa. 

6 O = oO = 

(4) Para verificar que a @ (b Ba - CODO: para 
todo a, todo b y todo c pertenecientes al sistema, se 
requiere el examen de $ casos: 
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errrosocsj|pa 


b 
o 
0 
1 
1 
0 
1 
o 
1 


mmooromoļe 


(5) Para a QOR e) = ah Qe podemos observar 
que si a = 0,6 = 0, o, c = 0, ambos miembros de la 
igualdad se reducen a cero. Sia = b = c = b, ambos 
miembros se reducen a | 

(6) Para el axioma de distributividad, x ® LO 2) = 
kO» De z). observamos que si x = O ambos 
miembros de la igualdad son iguales a 0. De esta suert, 
tomamos x = ] y luego consideramos las cuatro com- 
binaciones siguientes: 


ec roco|e 
== oj" 


(7) Es obvio que el axioma AM se cumple, en el sentido 
de que suponemos que los simbolos diferentes 0 y 1 
representan dos objetos también diferentes. Sin em- 
bargo. ello. realmente, no puede demostrarse. 

6.15 Sea x = el número de hombres y y = el número de 
mujeres Emunces, puesto que 3s6d = 42d, ls4d. — 
16d., y, 33s = 396d., tenemos que d2x + 16y = 396, 5 
21x + 8y — 198, 

Puesto que x y y deben ser enteros positivos, es fácil re- 
solver esta ecuación por el método de prueba y error, pode- 
mos tomar x = | y vemos si al despejar y éste resulta ser 
un entero, cto. Sólo necesitamos ensayar conx = b, 2, 
10 porque si x > 10, emonces 2ix + $y 2 210 > 198 
También podemas observar que 21x = 198— 8y = 299 
— 4y) que es un número par, en consecuencia, también 
x debe ser par, Así, pues, las únicas posibitidades que que- 
dan para x son 0,2,4,6y 6, 


Si 2=0, y= 1B, quenocsemero 
198 — 21:2 
Si 2=2 1 «e a RO ENIGO, 


198 — 21 
Si —— TT ++ Mo emero. 
Si 1=6 y= =9 

198 — 21- 
A 


En consecuencia, la solución Única es: x = 6y y = 9. 

6.17 Todos ellos. 

6.19 Esta clase de cancelación no es, en general, un re- 
curso cficaz; por ejemplo, ¿8 »*] - ¿Funcionará este truco 
con otros pares de dígitos? En otros términos, ¿cuáles digi- 
105 x, y, y, z son soluciones de 


Ir +y Ey 
ytz z’ 

(Los dígitosson: 0, 1I, ,9.) 

Existen las soluciones triviales: 34 = 5, JÉ = $ etc. (Hay 

nueve soluciones triviales puesto que z 7% 0.) Al lado de 

éstas. sólo son soluciones lus siguientes: ¿B, $2, 38 Y 4H 


Demostración: Resolviendo la ecuación anterior para x 


1072 + yz = 10ry + zz 
Yue + ye = l0ey 
a(l0y — 92) = yz 
AE A 
7 * y- 


(Podemos multiplicar por el inverso muttiplicativo de 10y 
— 92. porgue 10y — 9z nunca es cero para y = 0, 1, 
%97=1,2. 9) 

Hay 9- 10 = 90 pares de enteros y, y, z que debemos estu- 
diar a fin de determinar cuáles de ellos originan valores 
enteros de x (entre O y 9). A medida que se adelamte el tra- 
bajo se encontrarán varios modos de eliminar algunos de 
estos casos. 


y= lor = 2/(10-- 95) Siz > 1, emonces 10 — 9z < 0 
de modo que x será negativo. Esto climina todas 
as posibilidades, excepto la z = y = x = l que 


proporciona la solución trivial $4. 


x = 2z/(20 — 92). Si z = 3, entonces 20 
con lo cual x es negativo. 
Siz=1,x=2/(0—9 — noentero. 
Siz = 2,x = 4/(20— 18) = 2 que da la solución 
4 

x = 32/(30 — 92). Aquí z < 4 (utilizando el mismo 
razonamiento que en los casos anteriores). También 
en este caso, z = 3 proporciona la solución trivral 
H 
Siz=1,x=3/00—9) 
Siz = 2x = 6/(30 — 18) 


Ize: 0. 


no entero. 
no entero. 
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y= kx =42/(0 — 92). Aquiz< 5.y,2 
la solución $ - 


4 proporciona 


Siz = lx = 4/{40—9) no entero- 
Siz = 2,x = 8/(40 — 18)... noentero, 
Siz = 3.x = 12/40 —27). . . no entero, 


t a = 5z/(50 — 97). Aqui z < 6. z = 5 da la solus 
ción şb 
Se puede simplificar más el asunto: $i z < 3, en- 
tonces 9z < 27, de modo que 50 — 9z > 23 mientras 
que Sz < 15, de modo que x = 52/(50— 92)< 1, 
lo cual significa que x no es un entero. En conse- 
cuencia 7 > 3. 
Siz = 3,x = 15/(50—27) 
Siz = 4,x = 20/50 — 36) 
; x = 6z /(60 — 97). Aquí z < 7. z = 6 da la solu- 
ción $4. 
Si z< 4, entonces 9z < 36, de modo que 60 — 92 
> 24 mientras que 6z < 24; de modo que x = 
62 (60 —9%)< i. 
Siz = 4,x = 24/(60 — 36) = 1 que da la solución 
H 


no entero. 
no entero. 


Siz = 5,x = 30/(60 — 45) = 2 que da la solución 


it 

y =T: x = Tz/(T0 — de) Aquí z < 8; z = 7 da la solución 
a 
H 
Siz < 5, entonces 7z /(70 — 92) < 1 
Siz=5,x=35/(10—45). . no entero. 
Siz =6,x=42/(10—54)... no entero. 

y= 8: x — 82/(80 — 92). Aquí z < 9; z — 8 proporciona 


la solución HE. 
Siz<4x< 

Siz = 4,x = 32/(80— 36). . noentero. 
Siz = 5,x =40/(80—45)... no entero. 
Siz — 6,x = 48/(80— 54)... no entero. 
Siz = 7,x = 56/(80— 63). no entero. 


y=9: x = 97490 — 92) = z/(10 — 2). Aquí 2 > 4, 
z= 9da ia solución $. 
Sir<5x<k 


Siz = 5, x = S/(10— 5) = 1 que da la solución 


no entero. 
no entero, 
m 4 que da la solución $4. 


CI Ar e) Y ¡CA 
O E © F b) F (o) Y 
DOF OY O 0Y pr 

tm) Y 


7.3 (a) Los elementos del a, mÌ son a y m, y no más. 
De esta suerte, | a, m | y | m, a, m tienen exactamente los 
mismos elementos y así, en virtud del axioma de extensión, 
la,mi=14m,0,mi. 


(b) Los elementos del |m, a, i, d} son m, a, í, d y los 
del im. a. d, a, m, i. m, a, d.a, m, | son m, a, i, d, y, de esta 
suerte, al tener exactamente los mismos elementos, los dos 
conjuntos son iguales, de acuerdo con el axioma de exten- 
si 


7.5 Hemos dado A C B, 8C: yC CA, Puesto que 
CC AyAG B. tenemos C C B, de acuerdo con el teore- 
ma 7.8, Pero, también, sabemos que 8 C C; en consecuen- 
cia, de acuerdo con el teorema 7. 7, B = C. (Esto también 
pudo colegirse utilizando directamente el axioma de exten- 
sión, De esta suerte, si x E B, entonces x E C puesto que 
B CC. También: six E C, x EA porque C C A; luego, 
x E B puesto que 4 C B. Así, pues, C = B en virtud del 
axioma de extensión .) 


77 (BELL 1D) TUD) 
IØ EIZO 18) CID 
HØNE HØH ZØ 
EMEA g A 
ZONE UD 12, IN Z ON 


7.9 (a) Suponemos que lx, y} = [x, z). Puesto que 
yE lx. y! se colige que y E |x. zt, y esto significa que 
y =x, 9, y = z. Puesto que z © |x, z) tendremos que 
zE Lx, y), de modo que z = x, 0, z = y. De este modo, 
tenemos que y = x, 0, Y = 2, Y, z = X; en UNO u otro a30, 


p=z 
(0) Suponemos ahora que lla lla, b1! = tle i, 

Te, d} l Puesto que la} E Hal la, 61) tenemos que 
lai E Het, te, d) | y, en consecuencia, Ja] = fel, 
o, Lal = le, dh en uno u otro caso, eE tal; luego, e = a 
Con e = atenemos: ttai, la, b) T = al, La, di} 


de modo que, utilizando et (a). se ve que la. $} = la. dl, 
y, mediante una nueva utilización de (a), concluimos que 
bad. 

7.41 K podría ser el 114, 81,18, C1,1C, DI, 1D, El, 
LE, AL |. Entonces, $ podría ser (114, C), 18, DI, LC, 
E1, {D.A}, | E. B1 | y tres personas podrían no conocerse 
mutuamente pero no ser totalmente extrañas entre sí. 

Esta situación se ilustra mediante el gráfico siguieme 
en el cual las parejas que pertenecen a K sc unen mediante 
wn trazo lleno y las pertenecientes a $ mediante líneas de 
puntos: 


Obsérvese que A, B, C, D y E cstán “sentadas” de modo 
que las vecinas inmediatas de cada una son conocidas su- 
yas, en cambio las dos personas opuestas a ella les son 
extrañas. 
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19 
2.1 (E AV AsiysólosixE A. 0, CA, Definición de U 
siysólosix EA Lógica 
Luego, A UA = A, Axioma de extensión 
b) xEANAsiysólo six A. yx EA Definición deN 
siysólosix E A Lógica 
Luego, 4 (14 = A Axioma de extensión 
(0x€aNBsáysólo six CA y EB Definición de (1 
sólo ix E B yx EA Lógica 


siysólosixE B NA 
Luego, ANR = BN A 


83 (a) Sc nos pide demostrar que A N (BM C) = 
ananc. 
EAMBna) 


siysólosix CA. y E BNO 

sy sólo six CA. y 1E BN EC 
siysólosiXE A NB y EC 
siysólosixÉ (4 M 8)N C 


(o) Ejemplo 1:Sea 4 = la, b 1 B = lb, e hy, C = 
le, a | Entonces, A N B =!b1#4 Ø, BNC 


Definición de N 
Axioma de extensión 


Ejemplo 2: 


8,5 (a) (i) Sea A ~ B =D. Six Ca pero x @ B. 
entonces x © A ~ B, en virtud de la definición de A ~~ B. 
Pero, A ~ B = Y y en consecuencia, x EA implica x E 
BACE. 

di) Sea: A C B. Emonces, x E A implica x EL. 


=le1*8, y, C NA=lal*Ø pero, 
ANBNC=Ø. 


(0) E AN (8 Csi y sólo si 
EA y IEBSO 
siysblosia E A, y (CB yax ZO) 
siysólosi «CA, yx CA) yx EC 
iy sólosir ECANByxE0 
si y sólo six E (4N BC 
Luego: AN (B~ C) = (4 (MB) WC 


8.7 xE (4 UBN (4 UC) si y sólo si 
xa UB. yx EAC 
siy sólo si (x€ 4.03 € 8) y 
«Ed. AE Cr 
siysólosixEA, o, (1 E By 
rE0 
syto six EA. EB NC 
siy sólo si x€ a U(B NC) 
Luego: (4 U B NA UC= AUB NC. 


En consecuencia, A rw B = g , en virtud de la definición 
de A ~B. y 


Definición de M 
Definición de — 
Lógica 

Definición de N 
Definición de ~ 
Axioma de extensión 


Definición de N 
Definición de U 


Lógica 

Definición de f} 
Definición de U 
Axioma de extensión 
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29.) ANWN PØ 

b) ANF =Ø 

(Y) VNAWNCCT 

(d) FNAMCCATAW 

() ANMNOCOTD-=WAZD 

MD FAMNM-(CUDID 

(Y PN(CUTN=W 

h) PNP UM) A 

ü CCTUW 


8.11 Traduciendo a símbolos (1h (2), (3), (9) y (5) 
tendremos en su orden: (1 U ~c = h, (Y efa = 


D, BYEN d= Ø, (h Ca, (6Y eCa 


En virtud de (1) tenemos que e U 4 = U. En virtod de 
(OY y (SY tenemos gue b fì c = Ø En consecuencia, 
ENAURA = h, de modo que (4 U 4) N (e Uk) = 
(U NU = h En consecuencia, b U h = h, de manera 
que b C A De acuerdo con (2) y (4), tendremos que 
eN h = 2. En consecuencia, e N b = 2. Concluimos, 
pues, que estos sorites no son fáciles. 


9.1. (a) 3<4 4>H —-1> 
0<1; 0> -1 


b) :-1>2 
2+2 = 


3; s+ 2< z +6; 
(+1). 


9.3 (a) No. Por ejemplo, —3 < —2, pero —3 > — 4. Si 

O < b, entonces sí se deduce el resultado, pues tenemos que 
0 4 a< b + b, de acuerdo con el teorema 9.6, 

(b) Sí, Puesto que 2 es positivo, el resultado es ver- 
dadero en virtud del teorema 9.8 

(e) Sí, Puesto quea— 3 = a + yo 3 = b 
+ (3), entonces el resultado es verdadero en virtud del 
teorema 9.6 

(d) Sí, Comoquiera que 2 < 3, entonces el resultado 
es una consecuencia del teorema 9.6. 


95 (2:-2<0] =(2:0-(=2) € P} 
= (ziz € P] = P; 

[2:0 < a = |z: -7-0 € P} 

= {ri- z€ P} =Q. 


47 4l 
7 ss 
Demostración. 


47-43=2021 > 2009 = 41.49 


1 1 
48 — sl —k 8 
47 a(g a) >4l o(z5) Teorema 9. 
41 
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99 ixilic li=ixix< loro 1, 
Demostración: Ciertamente, x>80, Si x < Q, entonces 1/x 
< 0 porque si 1/x > 0, entonces x (1/x) es negativo, de 
acuerdo con el teorema 9.3; pero (1/4) = L es positivo, en 
virtud del teorema 9.2. Puesto que L/x < 0, y0< t, enton- 
ces tenemos que [/x< l, de acuerdo con la transitividad. 

Supongamos ahora que x > |. En este caso, x es positivo 
al igual que 1/x (de no ser asi, x(1/x) = 1, es negativo, 
de acuerdo con el teorema 9.3) Luego, podemos multiplicar 
ambos miembros de x > | por 1/x para obtener 1 > L/x 
Además, si 0< x< L entonces 1/x es positivo, de modo 
que podemos multiplicar ambos miembros de x < 1 por 
1/x para 1< 1/x, Por último, si x = L, entonces 1/x = I 

9.11 Puesto que a z b, sabemos que g — } 5 0, Juego (a 
— b)? € p de acuerdo con el problema 9.10. Es decir, 
a?—2ab + b? = (a° + 6%—(2ab) > 0 y, en con- 
secuencia, a? +b? > 2 ab, 

9.13 Sia< b, entonces a + a< b + a, de modo que 
2a<b+a y a< (b+ )/2. Igualmente, a + b< b 
+ b, demodogue € + b< 2b, y, (b +a)/2< b De 
suerte que si hacemos c = (a + b)/2, tendremos que 
ax c< h. 

9.15 (a) Supongamos que b < a y a < 0. Entonces, b 
< 0 en virtud de la transitividad y, de acuerdo con el teos 
rema 9.8, será ab > a? y b? > ab. En consecuencia, a? 
< b3en virtud de la transitividad. 


(b) Supongamos que O < a, y, a < b. Entonces, 
0 < $ de acuerdo con la transitividad, y, en virtud del teo- 
rema 9.3, será. a? < ab, y, ab < b2 Luego, a? < 62, de 
acuerdo con la transitividad. 

(ja = —2 € be 1 = b: pero, b? = 1 (—2y? 

2 


=4 

10.1 8 = C, y. A = D son las únicas igualdades posi- 
bles. Observación: ¡0 < 1 es verdadero para cualquier nù- 
mero x! Tanio A como D describen el conjunto de todos 
Jos números. 


10.3 (a) 


{z:-1 <z}; (0) 


105 (2: -1<2<0 562<x<3j 


{zs <1}. 


10.7 No existe un número minimal en el La O< x| 
porque si y Elx: Ge xl, entonces y/ 2< y y y/2€ 
lx 0< xl 

10.9 1 es el único número que no pertenece al ix l< 
xUlex< 11 porque 1 £ i pero, si x z£ 1,entonces 
1216 l<x 


30.11 
soaa ar 
qe si "101234 
10.13 


dy> fA fel > zj. Dibujo 
(¡Este está dibujado tan cuidadosamente como la figura 
10.4) 


RESPUESTAS A LOS 


10.15. Puesto que x? > Ú, tenemos que 
1 <2, -DE+D>0 


da 
ea 
de 27 


10,17 (Véase el problema 9-11) 


23 


{a toas 


10.19 ¿(1 + 2)(1— 1)< 0. Luego, 
I i 


¿<0 t<0 1>0 1>0 
14 2>0/03t>-2 14+2<0p0 
t-1>0 t>1 t-1>0 

nt 


1>0 t>0 
142>070 41> -2 
t-1<0 t<1 


1 y Il son imposibles; de ITI resulta: 0 < < 1; de IV re- 
suha: 1< —2, Deesta suerte, (£: E + DU — 1) <0) = 
(10<t<to i< ej. 


xN A 


111 (a) Es inductivo. | es un número positivo, y. si x 
es un número positivo, entonces x + 1 también lo scrå. 
(b) No es inductivo. 1 no cs un entero múltiplo de 3 
(c) No es inductivo. 4 pertenece al conjunto, pero 
4 +1 -$5n0, 
(d) No es inductivo. + pertenece al conjunto, pero 
1+1=2,n0 
(e) No es inductivo, —2 pertenece al conjunto, pero 
—22+1=-—4,n0. 


TENE 


1f 3 ss 


x=3n0x=30+10:=3n+2 
donde n es un número natural, o, n — 0), En primer lugar, 
LEA, pues E= 3+ 0 + 1. Ahora bien: debemos demos» 
trar que x EA implica que x + 1 Æ A. Pero, si x © A. 
x4l=3+ + 1=Or+D+1=38+2.0x + 
1=00+D + 1=M43=30040.Stix +1 = 32 
+ 10,41 3n + 2, entonces x + | EŒ A, porque a 
es un número natural oes 0. Six + } — Hr + 1), entonces, 
haciendo m = n + l, tenemos que x + 1 = 3m; ahora, 
bier: m es un número natural puesto que n es un número 
naturalo es 0, desuentequex + 1 EA, 
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147 Sea $ = [m n es un número natural y 
AED es también un número naturali, En primer 


lugar, LES porque | es un número natural y, además, 


LUI) L} o es también natural. Ahora suponga- 
z 

mos que m ES. En este caso, m es un número natural y 

mi 

nmn es también natural, y, de esta suerte, m +1 


5 md + m-+ 1 son también números naturales. 

1 1+1 
nmt Denpi a EE Het +. 
Luego m +1 € S. Hemos demostrado que | ES y 
que, si m E 5, entonces también m + 1 ES. En conse- 
cuencia, $ es un conjunto inductivo. 


Pero, 


11.9 (a) Para demostrar que a"? = q"- q? para todo 
número natural m, tenemos: art? = gir0+ y, puesto 
que n + L es un número natural si lo es n, y puesto que 
suponemos que art = q-a" para todo a natural, 1en- 
dremos: aúDA = aan, Además,a-ar* = a(a-a”) 
en virtud de muestra hipótesis. Así pues: 

as aeaa = gha" 


(b) Supongamos ahora que A = |m. ny es un nû- 
mero natural y am > 01. 1 £4 puesto que I es un número 
natural y a™1 = a? > O porque 4540. Supongamos ahora 
que nE A. En este caso. n + | es un número natural y 
giard = gt, Observemos que 2a =n +7 es ús 
mero natural, de acuerdo con el teorema 11.6, de modo 
que podemos usar la parte (a) para escribir a™®+? = a% a?, 
Ahora bien: sabemos que 4% >0 puesto que n EA, y 
a? > 0 pues a x0, de modo que a?”,a3> 0. Ahora, 
podemos concluir que n + 1€ A siempre que n EA, 
de manera que A es un conjunto inductivo. 

En consecuencia, para todo número natural p, p E A, de 
suerte que a > 0, 

11.13. Suponiendo que hubiera un número nalural x tal 
que 1< x< 2, entonces x —l podría ser un número natural 
de acuerdo con el problema 13.10. Pero. x< 2, de modo 
que x — 1 < 1, lo cual contradice el teorema 11.5. En con» 
secuencia, no existe número natural entre | y 2. Ésto de- 
muestra que | Œ 8, basándose siempre en el hecho de que 
1 es un número naturai 

Supongamos ahora que r E 8 Puesto que n es natural, 
n + 1 también lo es (teorema 11.4). Deberemos demostrar 
que no existe número natural entre n + 1 y (1 + 1) +1 
Para ello, supongamos que exista un número natural x tal 
quen +1 x< n +2, Entonces, x — 1 es un número na» 
tural, en virtud del teorema 11.10. Pero, entonces, n < x 
— 1< n + 1, lo cual es imposible porque no existe ningún 
número natural emre n y n + 1. Este hecho establece que 


n+1EBanCA 
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De esta suerte, 8 es un conjunto inductivo y por ello per- 
tenece a él cualquier número natural. En consecuencia, todo 
número natural » tiene la propiedad de que no existen nú- 
meros naturales entren y n + 1 

11.13 Sea Æ = (im: m es un número natural y si n es 
natural, también lo es 22-71. 

1€ A, puesto que 1- n = n es un número natural si lo 
es n (también, porque 1 es un número natural). 

Supongamos que m € A. Es claro que m + 1 es un nú- 
mero natural, si n es un número natural, entonces (m + l): 
n= men +n. Ahora, bien: m- n es un número natural, 
porque m EA; además, n es natural; de modo que la suma 
de ambos es un número natural (teorema 11.6). Luego, m 
+14 

Así, pues, A es inductivo, lo cual permite establecer el 
teorema: x» y es un número natural si x y y lo son. 

11.15 Puesto que A es no vacío, deberá existir algún nú- 
mero natural, llemémoslo a, que pertenezca a A. Ahora, 
bien: a $7 B porque si a E B entonces a < x para cada ele- 
mento n de A; en particular, a < a, lo cual es imposible, 
Luego, existe un número natural que po pertenece a A, de 
suerte que 8 no puede ser inductivo de acuerdo con la dc- 
finición de número natural, 

Con base en la definición de inductivo, o 1 EL B o existe 
un námeroxtalquexEB, pero x +17 B. 

Si 1 KZ B, entonces, 1 € 4 porque, si 1 A, entonces 1 
< n para cualquier elemento n de A, de modo que 1 E B. 
Pero, si 1€ 44, entonces | esel menor clemento de 4 porque 
1% n para cualquier númerp n natural, 

Si 1 E B, entonces B debe dejar de ser inductivo, pues 
tendría un elemento x tal quex E B, pero x + 18 B. x es 
un número natural porque Æ sólo tiene números naturales, 
de tal suerte que x + 1 es, también un número natural. 
Para cualquier a EA. six + 1 > #, entonces, puesto que 
a €, estaría n entre x y x + 1, to cual es imposible de 
acuerdo con ol problema $1.11. Luego, x + LS m para 
cualquier n E 4. Pero, six +4 < n para todo n E A, en- 
tonces x + 1 E 8, de acuerdo con la definición de 8. De 
manera quex + è = n para algún n € A, es decir, x + 1 
€ A, De hecho, x + 1 cs el menor elemento de A porque 
a+ l&n paratodonE A. 

12.1. Supongamos que existe un número natural », dife- 
reme de | cuyo recíproco sca otro número natural. De 
acuerdo con el teorema 51.5, n > $, y, 17! > 1. Puesto que 
n= > 0, podemos multiplicar la desigualdad, n > 1, por 
n-i, de modo que m + n™> n; esto es, 1 > a, 
lo cual contradice el teorema 11.5, Así, pues, muestra supo- 
sición es falsa y, en consecuencia, | es el único número ne~ 
tural cuyo recíproco es un número natural. 

12.3 Si b no es un número entero y m es entero, enton- 

ces m + bes un número no entero. 
Demostración: Supongamos que m: -+ b sea entero. Puesto 
que m es entero, también lo es —m (teorema 12.6). Puesto 
que m + b y —m son enteros, también lo será m + b + 
(—m) (teorema 12.5). Luego, b es entero, contra la hipó- 
tesis. 


12.5 Six es entero, entonces x = m — si para algunos 
números naturales m y n, Así que —x = —(m— n} = 
n — m; luego, —x es un número entero. 

12.7. Sea x un número entero cuyo recíproco Es otro en- 
tero. Entonces, x = 0, o, x es un número natural, o lo es 
—=. 

Six = 0, entonces x no tiene recíproco. 

Si x es un número natural, entonces x es positivo y a“! 
también lo es. 

Pero, un entero positivo es un número natural, de modo 
que x~! es un número natural, Así, pues, x ES un número 
natural cuyo recíproco es otro natural; luego x = 1, según 
el teorema 12.1. 

Si —x es un número natural, entonces también lo es 
(=x)", come se demostró anteriormente. Luego, — 
yr=d 


=1 


129 Sean 2 => Y y = $ nmeros racionales, en los 


que a, b, e, d son enteros y b 0 y d 740. Entonces 


zy = 3 J sl m Ahora, bien: ac y bd son enteros, con 


bd 5% 0, de modo ques un número racional 


12.11 Supongamos que exista un número racional x 
cuyo cuadrado sea 3. Entonces x = a/b para algunos a y 
È, enteros, y b > O. De hecho, suponemos que x, a, $ son 
positivos y a es tan pequeño como sea posible (para la vali- 
dez de esta hipótesis, véase la demostración del teorema 
12.12). Ahora, bien: x? = (a/b)? = 3, de modo que 
a? = 367, En virtud del problema 11.5, y = 3m, o 3m + 
1, ó 3m + 2 para algún número natural m. Si a no es múl- 
tiplo de 3 tampoco lo será a?, pues (3m + 1)? = 9m? + 
ém + 1 = Him? + 2m) + L y, Om + 2)? = 9m? + 
Lom +4 = 3m? + 4m + 1) +1. Luego,si a? es 
múltiplo de 3, entonces también lo es a. De esta suerte, 
a= 3m para todo número natural m. Ahora, bien: a? = 
Gm)? = 9m? = 36”, de modo que 3m? = b?, Puesto 
que 62 es un múltiplo de 3, también lo será $, por ejemplo, 


b = 3n. Emonces Ž = Y - 2 de modo que a no es, 
b 3n n 


como se supuso, el más pequeño posible. Esta contradic- 
ción significa que nuestra suposición inicial es falsa; no 
existe, pues, un número racional cayo cuadrado sea 3 


12.13 AJ-AS se cumplen; MI-M4 se cumplen. Obser- 
vación: O es la identidad aditiva y | la identidad muhi- 
plicativa, 

M5 no se satisface porque no cxiste ningún polinomio 
tal que, al ser multiplicado por x, dé 1. Así, pues, x no tiene 
inverso multiplicativo, 

AM y D secumplen. 

Sea un polinomio que pertenece a P4 si su término prin- 
cipal tiene coeficiente positivo, vg, x E Py 1 — D E 
Pa 12 E Pa. Es claro que se satisface la tricotomía 
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porque un polinomio o es O, o su término principal tiene 
coeficiente positivo, o su opuesto tiene el término principal 
con coeficiente positivo. Además, la suma y el producto de 
dos polinomios “positivos” son positivas 

13.1 Escoja n tal que # > b/a, utilizando el teorema 
132. Puesto que a > 0, na > b. 

13.3 Sabemos que el conjunto de los números racionales 
es cerrado respecto de la multiplicación. Supongamos que 
WE = r, siendo y un número racional. Entonces, v§ — 2 
xT = r. de modo que vZ = 1/2 siendo r/2 un número 
racional. Así, pues, comoquiera que vZ es irracional, 
también lo cs VE. 

13.5 Si rg fuere racional y r 3 0, entonces, rg/r = q 
sería también un número racional 


13.7 VZ es un número irracional y, según el problema 
133, 27 también lo es. Sin embargo, su producto YY 
(242) = 4 es racional 


13.9 


Coras Coras 
inferiores superiores 
ix o<cxSii —3,— 100, 0 1, 12,356 
in. n esun nómero naturat!l —7,0,1 no existe 
ix iex<2 o x<0! no existe 16,2, 144 
Ø —17,201,3 2.1,17 
la: a esentero! no existe no existe 


13.11 Es claro que cualquier número es o no una cota 
superior de A, de esta suerte, R U £ es el conjunto com- 
pleto de los números reales, Æ no es vacío pues A posee, 
al menos, una cota superior. Puesto que 4 nc es vacío 
debe tener un elemento a, El número a — | no es cota si- 
perior de A ya que es inferior al menos a un elemento a 
de A. Luego, L no es vacío, Además, si c EL y b €R, 
emonces ee apara algún a perteneciente a 4, mientras 
que b2a. de donde. c< b De esta suerte, todo elemen- 
10 de L es menor que todo elemento de R 

Comoquiera que se satisfacen todas Jus hipótesis del 
axioma de continuidad, debe existir un elemento maximal 
en £ o un elemento minimal en R. 

Si £ tuviera un elemento maximal, /, entonces sería 
I<; a para algún a © A pues [no cs cota superior de A 

Pero, ¿< (14 a)/2< a, de modo que (f + a)/2 no es 
cota superior de A; luego, (+ a)/2 © L. y U+ a)/2 
es mayor que / En consecuencia, £ no puede poseer un 
elemento maximal; y. por tanto, R debe poseer un elemen- 
to minimal, 

13.13 (a) Sumandon— } S a 

y 1<b 
obienemos (a — D + i < a + (ba) 
es decir, n< b 

(b) Si a > 0, y. $> 0, entonces e es el menor 
número natural que es mayor que a (de acuer- 
do con la parte (a). 
Sia<0 y b> 0, entonces supongamos ¢ — 0, 
Sia = 0 y b > 0, supongamos ¢ = 1. Puesto 


que b — a >] tenemos b > 1, de modo que 
a=0<1<h 
Sia<0 y b= 0, hagamos c = —1. 

Si a<0 y b< 0, entonces —a > D, y. 

—b > 0, y (0) — (—b) > 1. Según la 
parte (a), existe un número natural z tal que 
—b< n< —a. Supongamos e = —n. Enton- 
ces, a< e< h. 

En esta forma se agotan los casos posibles pues 
b—=a>1>0, de suerte que a = b = 0 
es imposible al igual que a > 0> b. 

(c) Sea q un entero tal que pa< q < bp isegún 
la parte (b)). Podemos muttiplicar por 1/p 
porque L/p > 0 y obtenemos a < q/p < È 
Luego, q/p es el número racional que buscá- 


bamos, 
Ma 
> 
8 «(3,5 
5 
4 
> 12,9) 


(3,2) 


143 +yz xz) = {6 25 1247) 5iysólo 


ryen es +> Por 
tamo x= 4x0 y=6—¿<=6-=(85=3=1+ 
x= 1. Así 
145 
0) (0 
fer.) amo) Isr: am] 
se y 
(o 
Hor mo 


14.7 (a) (1.9) x =0l esel plano pz. 
(b) I(x. y. dix = 0, y z = 0l eseloje y 
(9 l. y, 2} y = 1 1 es el plano paralelo al plano 
1-5 que corta el eje y en (0, 1.0) 
(0) Lx, p, 2 kx = yl es el piano que contiene al 
eje z y al punto (I, I, 0). 
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w te) 


149 Si axée entonces 


a dd 
ae Xica) ea 


Si a = c.a— c = c— a = D y como O no tiene recíproco, 
(6 — dia — c) y (d — biH(c — a) no están definidos. 
Una recta tal es vertical, a menos que hagamos b = d, 
caso en el cual la recta simplemente no está definida. 

14,11 Se puede evaluar fácilmente un infinito número 
de soluciones tales como | (x, y! x = 4). Ejemplos más 
interesantes son los del tipo f(x. yr dx + 6y = kl 
(Para todos los enteros x y y, el miembro de la izquierda 
es un número par, por lo cual no es igual a 1) 

14,13 Supongamos que el juego corresponde al jugador 
que lo pierdo. Tenemos así una correspondencia unívoca 
entre juegos y perdedores (gn eliminación sencilla un ju- 
gador es eliminado en cuanto pierde un juego). El torneo 
tiene un ganador; entonces 1729 — 1 = 1728 perdedores, 
y, con esto 1728 juegos, 

14.15 Una manera de contar el número de ternas orde- 
nadas de dígitos consiste en pensar en los retículos de 
puntos que tienen como coordenadas números dígitos en el 
espacio tridimensional. Esto conforma un cubo con 10 
puntos sobre cada arista. Por tanto, hay 10? = 1000 de 
ellos. 

Otra manera es hacer la correspondencia 1-1 entre las 
ternas ordenadas de dígitos y los números desde 0 a 999, 


(0, 0, 0) +0 
(0,0, 1) *>1 


(9,9, 9) > 999 


14.17 Con base en esta definición podríamos tener (2, 
311=12,11,13,21,11,31) y 6,1,2 =113,11 
11, 21,12, 31 1 de manera que (2, 3, 1) = (3, 1,2). Este 
es, claramente, un estado de cosas no deseable 


15.1 (a) Cierto 
{b} Cierto 
(6) Cierto 


(d) No es cierto, (0, 1) y (0, 3) pertenecen am- 
bos al conjunto, pero 17 3. También (1, 0) y 
(1,2) perrenecen al conjunto, pero 0 2. 

153 (a) Cierto 

(b) No es cierto. (i, 1) y (l, —1) ambos pertene- 
cen, pero 19% —1. 

(e) Noes cierto. (0, 1) y (0,—1) pertenecen am- 
bos, pero 17 —t. 


155 10) = 0 + l= KAD = 1 41-241) 
-1+ = GAH sS 
=al sS h= vAN 


157 KO =3:-0+2=2 0) =3-14+42 
=3. (1) +2- AD) 3242 
3D +2 = 4; (2/3) = 2/3) +2 =0. 


159 (a) f(2)=3:2-2=4 
t2) -3 9 = 
o E) E)» 
(0) f(B2— 2) = (3z — 2) — 2 = 9r — 8. 


1511 (2) El dominio de f es la! y el codominio de f 
efil 
(0) El dominio de g es | 1, 2, 3 | y el codominio de 
ges}2,3,4l 
(e) El dominio de hes | 1,2,3, 4,51 yel codomi- 
niode hes ła, b, e, d et 


15.13 


Centavos 


+» SSSNBR 


Ë Onzas 


15.15 ¿QU) = gO = l ¿ID — 8) — 5 
FEO) = AD = 0 MM) = AD = 3 EI 
RO) = 3360) = AD = $. feia) está definido para 
todo u porque g(u) nunca e50. 


18.17 Para probar que A es función debemos demos» 
trar que, para todo x EC, h(x) está univocamente deter- 
minada. Si x E C, entonces g(x) está univocamente de- 
terminada, ya que g es una función con dominio D, y 
sl) E a porque D C A. Entonces fig(x)) está anivoca- 
mente determinada porque fes una función con dominio A 
Asi, hix) = f(x) está univocamente determinada. 
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15.19 Sea fix) = x. Si u < v, entonces flu) = u < v 
= Jo) A 
15.21 Sea lx) =Z (para x > 0). Si 0< u< », emon- 


ceso<L<1 ya que gu) > g0) > 0- 
ro 


15.23 (a) G = |}: para algún número natural #, Ja = 
kay) yaxni 
(b) H = |}: para algún número natural n, fy = 
læ yiyesi 


15.25 Siu C A y v E A, entonces fu) E 8 y f0) € B. 
Como u, fU) ES y do, F) EJ tenemos (S (u) 10 
Ely: AEI nine h 
Esto muestra que | (x, y): (p, JE f 1 es una función y que 
J(u) = f(v), concluimos que y = v. 

1527 Al: Sif CF y g EF, emonces f y g son fon- 
siones, por lo cual para todo x E [0:1], fx) y g(2) están 
univocamente determinadas y por tanto flx) + g(x) = 
YO ar) está univocamente determinada. Entonces fA) 
EF 


Al; Supóngase que FEF y ¿€ F. Entonces 
Jos 120: 15 (0: 1] y 


y 
H =g) +) = Os. 


A3: Supóngass JEF, ¿EF y REF Em 


tonces 
CODDA = æy): 2 E 10: 1] y 
y = f(x) + gía) + rok 
= {(z,y): z € (0: 1) 
y =f) + o + koli xi 
IDUOR 


Ad; Sea Q =t y) C0: y 0d 


Entonces QEF ysi EFS DO =f 


AS: Dado [EF say = i y) E [0,1] 
y y= foi) l, entonces (ROA = 0. 


Comentario: Obsérvese cómo las propiedades de los nů- 
meros reales dan la razón para establecer aquí las propie- 
dades correspondientes, 

15.29 Sean a y b números. Para todo número x, 

M. @ Mota) = Ma(Mi(a)) = Malba) = e(bo) 
= (aba = Mala). Portanto, Ma Q Mi = Mas. 


Mi: La ley clausurativa cs inmediata 

My: M, Q Ma = Ma = Moa = Mi Q Ma 
Ma: (Ma ® My) Y Mo = Miar = Mato 

= e QUOM) 


=M, 


My: M: Mı 
Mo: MQ Mar = M, 


(Recuerde que Ma está definida sólo pura a 7 0, de modo 
que a~! existe) 


161 (a) {1,1) + 6,3) = (44) 
(b) (0,1) + (1,0) + 8, 5) 
() (va 13) + (45, Y2) 
(12 + v3, V2 + V3) 
(d) (3,3 + (1,0) + (1,0) + (1,0) — 
(0, 1) — (0, 1) = (0,0) 
(0) 2,0 + (3, —5) = (1,1). 
163 (2) (a, 0} + (0,5) = (a,b) 
b) (a+ 1b-1)+(-1,6+1)= 
(2a, 2) 
() (+92 + (2, y) = (4,1). 


16.5. (—3, 3); (0, 1); (-2, -5); (i, —1); 
(3, 2); (0, 1,0); (—1,—1, D); 
(3, 4, 5); (0,0,2); (—3, —5, —7). 


13,8) 


16.7 (2) (0,1) + (3, 2) 


> paran 


(30) 


(0,10, 


(bp) 01,04+(21 


O L9 (21 -1 


61,2 


ene X 


ear 
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®© 13-(1,D 


, 


cra) 


x 10 
(1 2J=11, 00 


169 (a) (5,4) 


1.0 + 1,0). D (0, D+ (0, 1) 
LODEO, 
wont 
- (1,0) = (1,0). 
16.11 (a) (3,—2,1)=(1,0,0+(,00+ 
Moos (0,1, 0) — 
0, 1,0) + (0,0, 1) 
(b) 623-0-82 D+(6,2,1) 
- (12,3). 


16.13 La suma de cusiquier número de vectores dados 
o de sus opuestos es evidentemente igual a un vector de 
la forma (2,0. c)78 (3,4, 5), 


16.15 (a) Sea X = (a. a), Y = (b, b) y} Z = de, d) 
con c d 
Ü X + Y= (a, a} + (b,b) = (a +0, 


a + b) E diagonal 
tii) X- Y = (a, a)— (b, b) = fa — b, 
a— b) E diagonal 
(Gi) X + Z = (a.a) + (e. d) = 
a+) diagonal 
porque a + ezta +d si czd. 
(b) (1, 2) diagonal, y (2. 1) Z diagonal, pero 
0,3 + {2 D = 3, DE diagonal. 


ate 


16.17 Cámbiose el origen a (3, 4), Según el teorema 
de Pitágoras. el origen está ahora a vF = 5 uni- 
dades de donde estaba anteriormente, 


Mai li = 1; i =w 5 —71=2; 
3 —6| 


3 


na (a) K1 D= 3 (0) 10,22) =3; 

(e) 1,0,0 =1; (d) 1{0, 1,0 = 

(e) 10,0, D1 (0 11,2/3,3/5)] = 
1949/30. 


17,5 Suponiendo 4 20 y b> 0, tenemos g/b © 0, 
i/b> 0, y va = el número no negativo cuyo cuadrado 
esa, 1/ vF = el número no negativo cuyo cuadrado es 
1/b, va] = el número no negativo cuyo cuadrado es 
ajb. Pero (VÆL vÐ] = (vaU vD = albi 
= afb. De aqui, va = va/wh. 

17.7 Suponiendo a 20 y b20 y VIT = a+ 
VE, tenemos (va F0)? = VT+ vB) =a + 2 vab 
+b = a + b. Asi 2v3 = 0, Entonces dab = 0 y por 
tanto a= 0 0 b = 0, 


17.9 Si bÈ 0, entonces b = | b |. Así tenemos que 
bixl = {blļx] =] bx] 

17.11 Unos pocos paréntesis nos pueden ayudar: 
Es cierto que 


=3(15 — 71) — 21 


y que 
(1-35 — 7-2) = 1 
pero 


1235 — 7) — 2| = (13/95 — 7((-2). 


1713 x 760 y|x|[=x si y sólo si x > 0. 

17.15 Si a = 0, o b = 0, tenemos|a — b} =|a + é| 
inmediatamente. Sila — $| a + bl, entonces (a — b)? 
— la + b)? asique a?— 2ab +b? = a' + 2ab +b? 
Portanto 4ab —Q asi que a = 0 o b = 0. 

17.17 Sabemos que lab < ?|ab| según los problemas 
17.4(c) y 17.9. Por tanto, al + 2ab + b! Sa? 4 242701 
+ b% ya que vait = via! = |ab| Asi. pues, 
(a + by S (va + vE? De donde se concluye 
queja +b] S oj+]8 

17.19 El señor C debe situarse en—- (4 + B) = (6,0) 


y 


17.21 Puesto que la caja se mueve hacia el oeste a 
razón de 1 m.p.h, necesitará | hora para atravesar el rio 
de 1 milla de ancho, En ) hora se mueve hacia el sur 2 
millas, de modo que recorre |{], 2)| millas = v3 milles, 
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18.1 (a) S(0, 1) + 301, 0) = (3, 5) 
(b) e(0, D) +7(1,0) = (x, e) 
(© 24,8) +48, 2) = (40, 24) 
(d) 30,0 + 21,3) + 13,3 = (114, H). 

18.3 (a) (1,0,0) + 30, 1,0) + 5(0, 0, 1) = (1, 3,5) 

(b) ala, 0, 0) + 5(0, b, 0) + c0, 0, e) = (a3, 
bte?) 
(a(l, 2, 3)— Mo /3,% /2, m) = (0, 7 /2, 0). 

18,5 Six(1, 2,0) + y(0,3, 1) + z(= 1, 0, 1) = (2, 1, 0), 
debemos tener x — z = 2, x + 3y = l, y y +z 0. 
Esto requiere que y = — z, x = 2— y. y 4— 3y + 
3y = 1. Portanto y -3z =3, yx=35 

187| X= | = DXl= 1110 )=1X1 


18.9 (a) rX — Y) = [44H (4) = rX + Y) 
= rX + Y] = X + eD Y 
=X 4 (on Y = rX + (Y) = 
TAZA 


O HiX EY (MA SY 
FEAR NE 
€) lr — (A Y) = bx — (ro SY 
por parte (a) 
=lr+ (Es — [r + (sd Y 
= rX + A IrY +Y ] 
=X — sX + (t Y + eY j! 
XX + (SY + bs Y! 
X —sX + (DY +sY] 
=X —aX + |— 0Y) + sY) 
X — sX + |—0Y)] + sY 
X —SX— rY +SY. 


18M ZO + TO + TA) AHR 
B4X4C=3X. 
TAI TC (AO) = TABA + O) = Talx +C + B= 
XCHBE+A=X+0=X 


191 (a) 1(0,D— (1,0) = |(=1 1)[ = y2 
(b) [(3,0) — (0, 9| = [(3, —4)| = 5 
(9) 16,2) — (2, 8 = 18, -4| = 5. 


19.3 601,3) — (xe ya) iiw 0 y 1 yal 
=D 


Teorema. La distancia de (x n yu z 1) a Go, yaza) es 


SS TE ES AE E 
Demostración 


Kan yu 21) — (2, ya, 2091 
Yn — Ya 21 — 201 
a+ (91 — y + ar 2)? 


19,5 (a) En detalle; 

rU rv] 

IU + (rV) Definición de sU —»W 
(FU + ((r-1)V)| Teorema 18.4 


= |rU + (r(—1-V))[ Teorema 18.3: 
lrs X =r(sk) 


= Ir(U + (—1: Y) Teorema 18.5 
HU = iv) Definición de U— 1- Y 
IU — YI Teorema 18.2 

= Ir] 10 — Y] Teorema 18.8 


(b) JU- Vi = (1110 — Y] = 
[EDU = V) = |V = U}. 


19.7 LEI S| U— V | + |Y| por el teorema 19.2 (hacien- 
doX=U-=VyY= 1). Así, 10] — [Y] < [Y — Y]. 


19.9 (x, y) pertenece a la circunferencia sí y sólo si la 
distancia de (x, y) a (—1, 1) 653, 
Ke, — (21, D| = e + l, y- Di = 
VEFET =s 


Por tanto, la ecuación buscada es 
(+ Dë (y — 1)? = 23, 
(2.5) pertenece a esta circunferencia sólo si x = 2 y y = 5 
satisface la ecuación dada, 
++I = 3144225, 
Por tanto, (2,5) pertenece a la circunferencia. 
19.11 (x, y) equidista de (—1, 2) y (3,6) si y sólo si 


lex. y) — (—1, B) = | (x y) — G, 6) |... sí y sólo si 
IE + Ll, y— j= ix 3, p 6)... si y sólo si (x + 
D D (DR y 6 sl y sólo si 


x? Re l (a bx H 9) = y 2 36 (y 
— dy +4)... siy sólosi y = 5—x. 

19.13 1X: |X — (1, 3)|< 21 es el interior del círculo de 
centro (1, 3) y radio 2 

19.15 (a) Supóngase as — br = O de modo que as = br. 
si = 0, entonces X = 0- Y” 


Sia% 0, entoncess = Ër, asi 
a 


b r r 
Y =(»2») -Ia b=]. 


Sib t0, entoncesr = E „asi 


b 


(b) Supóngase que [X + F] = |X} + IYI. 


Entonces 

aty t+ a + ovare 
VPT FST r? 4 s? de modo que ar +bs = vat For 
VETES, Asi, (ar + bs)? = (a 4 00) (2 + s3) de 
manera tal que a?r? + 2arbs + b's? = ar? + as? 
+ obiri + bisi Asi alsi — 2arbs + bir 0 yy 
desde luego. tas == br)? = 0, Entonces as — br = 0 
y X es un múliplo escalar de Y, o Y loesdeX, 
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W1 (D G63=(00 + (b, D = (s1) dai = 3 
y (3,3) = (0,0) + 301, 1); (3, 3) está en la recta. 

0 (1, I) = Q, dai = lyi = (D 
no está en la recta. 

(3) (0) — (4.1) da £ = 2 y 1 = O; (2, 0) no está 
enla recta. 

(0 (1,0 = (z t) da i = — y (LD = 
(0,0) + (1) (1, 1% (—1,— 1) está en la recta. 

203 0) {0.0.0 = (11, D +41.2, D = (1r 
1+2, 1427 da 1=1 y £= —1; (0,0,0) no está en 
la recta. 

i 0.3D=(1—=641+20 140 da 1=1 
y (0,3,2) = (1,1, 1) + 11,2, 1): (0, 3, 2) está en la 
recta 

B LD = U, l + a + odar = 
—1 y @ —1.0) = (4 1, 1) + (—1) (—1, 2, 1); (2, —1, 0) 
está en la recta, 

20.5 


20.7 La recta (1,1, 1) + ¿(1, 2, 3) z es escalar ] tiene 
por ecuación X (£) = (1, 3, 1) +2(1,2,3). 

9 10, 1) + {2,w —1): e es escolar) es la recta que 
pasa por (0, 1) y (2,7) puesto que (2, =) — (0, 1) = (2, 
m— 1)es un vector-dirección de la recta, XU) = (0, 1) + 
12,1 — 1) es una ecuación de csta recta. 

20.11. (a) Según el método de los problemas anteriores, 
primero observamos que X (1) = (0, 0) + z (1, 2) es una 
ecuación de una recta que pasa por (0, 0) y (1, 2). Tomando 
t = e, vemos que (e, 2e) pertenece también a la recta. 

(b) Similarmente, tenemos que X (1) = (2, 3) 
+ t(—1, 1) es una ecuación de una recta que pasa por (2, 
3) y (3, 2). Tomando 1 = 868, vemos que (—866, 871) per- 
tenece también a esta recta. 

20.13 aix y E Mx y) y =2x 1 
siysólo si y =2x 
siy sólo si(x, y) = (x, 2x); 
si y sólo si (x, y) = (0, 0) + £(1, 2) para cualquier escalar 
k 
si y sólo si (x, y) € lO, 0) + £(1, 2} £ es escalar l. 

(b) (e Eller 3 1 
siysólosiy = 
R T 
siysólosi(x, y) = (1,1) + (x—1,2—2x) 


siysólosi(x, y) = (1, 1) +0 — x) 01,3 
si y sólo si (x, y) = (E 1) + 1, 2) para cualquier 
escalar 


si y sólo si (x, y) E M1, 1) + 1 (—1,2): £ es escalar | 

20.15 (x, y) EHO, 0) -+ £(1, 1): £ escalar] si y sólo si 
Gap) (0,0) + 2€1,1) = (2, £) para algún £. 

(9) EI O, 2) + s(—1, 1): s escalar tsi y sólo si (x, y) = 
(0,2) + s(—l, i) = (3.2 + s) para algón s. 

Por tanto, si (x, y ) pertencer a la intersección de las dos 
sectas, entonces (z, 1) = (a. 2 + s). Partiendo de esto, 
tenemos las ecuaciones simultáneas f = —s y f = 2 + s. 
Asi, 1 = 1, Por tanto, x = l y y = l. De esta suerte, si 
(x, y) pertenece a la intersección, entonces (x, y) = (1, 1); 
un rápido chequeo nos asegura que (l, 1) pertencec verda- 
deramente a ambas rectas. 

20.17 Combine el resultado del problema 20.16 con el 


del problema 2.12. 
20.19 Seal = 1A +r(B— A): res un escalar) Si 
r = 0, tenemos que A EL, sir = l, tenemos que 4 + 


B— A = BẸ L. El “estar entre” (interestancia) es sôlo 
una noción intuitiva en este paso, por lo cual es suficiente 
observar que A + r(8— A) está en la recta entre A y B 
precisamente cuando 0.Sr $ l. 


21.1 (a) (1/2100, 0) + (0, 2)] = (0, 1) 
(b) (0/21, 1) + (3, 5)] = (2,3) 
(e) (1/22, 1) + (2, =D] = (2,0) 
(d) (01/2112) + a, -2)] = (0, 0). 


213 Usando los resultados del ejemplo 21.2, tenemos: 
(a) (0,0) + (2/3) (3, 0) = (2,0)y (0,0) + 2(3,0) = (6, 0) 
W 0, D + 2/04, 7 (,D1=0,5y0,D+ 
2 (1,7) — (L 1)] = (1,13) 

(9 (1.3) + Q/) 3—3 — (1, 3] = 5/3, — 1/3) 
y (1,3) +23, —2)— (1, 3)] = 7,7) 

(® EL 3 + G/D, 4) — (1, 2] = 
(21,2) + H5, 4) — (1 2] = (11, —10). 

21.5 Usamos el resultado del problema del texto, to- 
mando *“5” en vez de “2” y observamos que L es un vector 
unitario. 

(2) (0,1) + 50,0) = (5, 1); 

(b) (0,1) + 5(-1,0) = (-5, 1); 


© 640+85 20D = (18,4 +$). 


© BD+ (a, £ £$) $ 
(aet) 


217 (e) (0,x) = x(0,1); 
Œ) (=1,0) = -al 0; 
© (83 = 3V2 (1/42, 1V2); 
(1) (3, 3v3) = 0(1/2, — yY3/2). 


6 —2 y 
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(Las partes (a) y (b) son obvias. En las partes (c) y (d) usa- 
mos, por ejemplo, 


83 83 83 - (5 5) 
a VER aa A 
21.9 Sir cs un número y |r| = |i — r|, entonces r = 
Var o —r = 15 = 1 — r nos conduce a Ò = 1 
lo cual es imposible, 7 z nos conduce a 21 = 1 loque 


es posible sólo sir = 


21.11 La unicidad de una paralela a Ł por el punto P 
se obtiene directamente del problema 20.18 y de ta defini- 
ción de “paralela”, 

21.13 Si existe un punto P Æ £ NR, entonces L y R 
son rectas que pasan por P y que son paralelas a R; por 
tanto L = R. según el problema 21.11. 

21.15 Situamos un vértice del paralelogramo ca O y Ma- 
mamos los otros vértices A, B y C, respectivamente, La 
recta que pasa por A y B tiene el sentido y dirección del 
vector A — B, la que pasa por O y C tiene el sentido y di- 
rección del vector C, la que pasa por OA lleva la dirección 
y sentido del vector A y la recta que pasa por AC tene et 
sentido y dirección del vector 8 — C. Según la definición 
de paralelogramo tenemos 


o 


A— B = Cy B — C = sA, para algunos números r y s. 
Por tanto, 8 = sA + C=A—rCy(s—1)4 = 0 
+r)C. Puesto que OA y OC noson paralelos (a menos 
que coincidan, dándonos así un paralelogramo degenerado), 
no podemos tener a 4 como múltiplo de C, de modo que 

= lyr = —t, Entonces, B= 4A + C+B=4 (44 
T) como queríamos demostrar. 

21.17 Colocamos un vértico del cvadrilátero en O y Ila- 
mamos jos otros vértices 4, B y C respectivamente. El 
punto medio del segmento de recta que pasa por O y A es 
X, etc., como se muestra en la figura: 


Y =$ (A +B), Z =} (B +C) y 


y tanto AY =} AP (44 B)= 


Entreis E 
SEN 
2 B 
y 
W-Z=30-4B4C)=-3B 
de modo que XY | | WZ, En forma similar, 
Y =Z = }(A + B)-HKB+0C) = }(A — 0) 
X —W=144- 40 = $4 —C) 


de modo que YZ | | xw. 

21.19 Sean A, B y C los vértices del triángulo. Por con- 
veniencia tomamos C como el origen y admitimos que |4 
— }8|-B8—} Al. 

B 


c A 
da 


Sean ahora A — (2,c)y B = [b,d). Tenemos que 
(tJe 


at 
bz 


Así, pues 


b d 
a o ad 


dar taria tt 
ta- odt Pe 


Por tanto 


ae 


btd 


lal = ¿81 
de modo que el triángulo es isósceles. 
21 X-X=2-0=2 


[-2X1 = 5 Iži = +PEP- 
=23= 


YX = ETT VEIE O+ (29 = 13 


(21.0, -2 _(2,10-3_ (21,2, 
16,1, 3 33 F) 


23 

(a) XU) = 0, 0—1, 2 3 + 110,2, 1, —2, —) — 
(1,0, —1, 2,3) ] = (1, 0, —1, 2, 3) + 1 (0, 2, 2, —4, —4). 
(0) Si(,—2,—1, 2, 7) = (1,0, —1, 2, 3) + 1(0,2,2,—4, 
—4), entonces 4 == —1 = 0, de modo que et punto dado 
no está en la recta. 
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(9 304 Y) = 
= (1. 1.0.0. 1). 
4d) Haciendo = 3, tenemos X(1) = (l, 0, —1, 2, 3 
+ $ 0,2,2, —4,—4) = (1,1,0,0, 1), asi (1,1,0,0. 
1) es un punto tal que Ll, = 
225 


(OHN OHA 


04% 


314,0, -1,2,3 40,21 —6] 


Definición de adición vectorial 
Definición de (1) 


Por tanto, las ¡ésimas coordenadas de (Y) + X y X son 
iguales para 1 S j£», de modo que()+ X = X. 
22.7 (1X); = (Xe) t) Definición de multiplicación 
= Xe escalar 
Por tanto 1X = X. 
(0X) = 0(X;) = 0. 
Por iamo 0X = @). 


229 (nX + Y))} 
=r{X + Y) D Delimición de multiplicación escalar 
(Xs+ Y) 3) Definición de adición vectorial 


Xi+rYi 4) Distributividad de los números reales 
= (XJ + (FY )e 51 Definición de multiplicación escalar 


= (rX +rY)o & Definición de adición vectorial 
Por tanto r(X + Y) 
=rX +rY 

2.41 IX] i 


=VEXP ADA Hr xa)? 1) Detoición de longitud 

MX XA 

EA eE 

=j] Ix] 2) Definición de longitud 
y. A Definición de adición: Como f GF y g EF, sen 

f + g la función h tal que ku) = fa) + g(r), para cada 

número x. En vez de introducir la nueva letra A podríamos 

haber escrita simplemente (/ + g) (x) = f) + 200). 
Definición de multiplicación escalar. Para cualquier 

escalar r y para cualquier f € F, sf es la función h tal que 

hix) = rflx) para cada número x. Do nuevo, esto se pue- 


de escribir g Lo = zA). 


23a E Œ+) = (2) + (29 + (=D + 


ises 


(SIP + (0) e 0P H1 H 82H 
343 = 30 


a 
È ke-2 0+ l a2 +33 
imi 


Y PU (DI 08 A 23 


kaTa 


=. 


a 
44m, È: t+ D 


pr) 2-2 


Portanto 
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f 
23.3. 2, (k]- 0) = (1-2 -1) + 


+ (2021) + El- 1) +(212/— 1) + 23) 
-D+ ll- 1) = 19 
4 


Y lel = 1-2] + 1-H + 0l 4111 +21 
A 
+13] + (41 = 13 


(2/-11-0 


Puesto que 19 = 2 +13 —- 7, la igualdad dada queda 
verificada. 
zs Y) (a+ (- 1)a) 
a 
= a+ Y (k — Dé 1) porla sección 232 
A 
= Dar DD kd+ Dd) 2) porla sección 23.2 
A A 
=a Y Hd Ya Y 1 1) porla sección 23 1 
AA 
m 
=am+d},k—dam 2) porla sección 23.3 
k 
ek nn Tda 
= Fla + (m — 1d). 
a 
23,7 Sea A = in: D] (a+ {k — 1) d) = (n /2)(2a 
k=l 


+ín-Dd0.1E€A 


puesto que 


1 
È Ct E-HD = a= 1040-00. 


Supuesto que mE A, Entonces 
m41 


È @+k=1)d) 


m 


=D a@+k-)d+a+m+i -id 


z1 


= Fla + (m — 1) d) + o + md 


A 


de modo que m + | Ẹ A. Por tanto A es inductivo (y te- 
nemos otra comprobación del problema 23.5). 


a E 
m9 È E1 Y ESB. 
m a 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES 191 


Por tanto 
Er Persa rr o 
km? kal kal 
Así 
a aga a s a 
spre pe- IA 
E e ki E E 
caro rs La Ei 
=(M4+19-1-3 jant) an 
anim +n + 1). 
Por tanto 
a 
D k= inia t I2 +01). 
mi 
24.1 (a) SRE 16=0; (1-4 ee 


=; z=4;a =|, b= -8c = 16; 
Javi EIG 


8 +40 
Pont 


(bd) r +z- 12 =0; 
+ a 


nr y 
te+ Y = 124 ]=+%, 


z= 


() 1464 6=0, 046743" 


= 6430 (1+3=3: 143 
= + y3; r= 3+ y3} a 
E —6 ak y? 
Sar 
OR Viy 023 
2 ipi 2 


2-3 = V43) ñ 
2 - -3 2 Vi 


{d} 


_ —10 + y100 -4-1-20 
-5a 


—10 = y4 5 
2 
10 +2 13 


(e) 


-1+ GP =- 


i5 +- R tte yE 
vI, 
E 


go NBA zie vi 


22 4 
(H 34-51-2=04-34-i=0 
np 140-443 


243 x7 — Se + 6 = (z — 2) (x — 3), y tenemos 
—24e4—3)=0 siysólosix—2=00x 3=0, 
Por tanto, xt— Sx + 6 = 0 siysólosix—20x=3 

24.5 Puesto que x? > 0 six es cualquier número dis- 
tinto de O, se deduce que x? + 1 es mínimo cuando y 

Similarmente, —2 4 < 0 sizz 0; de modo que L z? 
es máximo cuándo z = 
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7 24,7 Sea h = precio de un huevo. 504/(h + 1) = 
504/h — 12 42H + 1) = 42/h — l; 424 = 42% 
+1) hh hi A 42 = 0: 


ho LE TEE 


24.9 Primero, si a = 0, tenemos b> 0 y se pueden re- 
sotver bx4+c=1>0 y bx +e =—1< 0 para obtener 
el valor requerido de x. 

Enseguida, si a 74 0, hacemos m = —b/2a y tenemos 


ar A — (0 dac) 

a A e a o E) 
a ET Ta 
(donde (b: — 4ac)/4a tiene el signo de a, puesto que 
b? — ac > 0) y según el problema anterior se dige a de 
modo que n? + (b/a)n + c/a > 0. Abora, si a> 0 
tenemos am? + bm +e<0 y ala? +(b/a)n + c/a) 
= an? + bn+e>0 Ysi a<0 tenemos am? + 
bm +c = — (b? — dac)jda > O y aln? + (bja + 
cja) = an? + bn +e< 0. Portanto x= m y x= n 
dan los resultados requeridos. 


25.1 (a) X=—I—£ 
0) X=; 
() =P ti 


(dm 


253 (a) Z = 5i; 
(0) Z= 28145 
(e) Z = —(13/44 — $i 
(d) Z=F. 


25.5 @) (—1/10)4 + 0/10: 
(b) —i 
(9) dl + ai. 


25.7 24 —1=( + 1) {z — 1) (e +i) (z — ih De este 
modo, las posibles soluciones de la ecuación zt — 1 = 0 
son: —l, 1, —¿e f y: —1,1,—¡ej satisfacen la ecua- 
ción. 

25.9 Scan A =a + bi y B=c + di, donde a, b,c y 
d son números reales. Entonces 

(a) (Ay = (a — bi) = la + (—ó)iJ" 
=a- (b)i = a+ bi = A; 

(0) (AB) = Ctd 
= {ac — bd) + (ad + behi 
= (ac — bd) — (ad + beji 
= (a — bi)(e — di) = 4 

t) (A + B) = (a + bi) + (c + di) 

= (a+ 9+0+0i 
= (a + e) — {b + dji = (a — bi) 
+ (edi) =i +B. 


25.11 Puesto que ¡ 0, tenemos, según (1) que¡ EP 
o —¡EP. Perosi ¡EP aplicamos (2) y tenemos, pri- 
mero, que (° =—L EP y entonces Ct 1 EL, 
lo cual es una contradicción. Pero, puesto que también te- 
nemos que (=i)? = —1, se llega a una contradicción si 
—i € P. Por tanto, no hay un conjunto P para el cual 
se cumplan (1) y (2). 

25.43 (1428 (120 =5, 

26.1 48 está en el ángulo 1/12 + 1/3 = 5/127 
y la distancia de 48 a O es 5-2=10, 

26.3 (2) (1-00 +0 


y 


1 lal 


yn 
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OUAU HÀ iS 


Para [48 | véase la segunda construcción de la parte (a). 


DRA aA P 


Br Amati 


No se requiere ninguna construcción para obtener la longi- 
tud de 48; 

|4B} = |A|, ya que B es un vector uni- 
tario. 


26.5 


Utaj=a+bi 


26.7 (8) U(M)U(8) = 1 si y sólo si Ule) = VEY, 


-T6 i via = UD 
papi Vía) = U) 
{puesto que (U(8)|= 1). 

(0) VUA = — 
= 1, siy sólo si Ul 
sólo si La) = — U). 

26.9 Sea Z = a + bi, donde a y b son números reales, 
Entonces] Z|= va #6? = va + (F = la + 
—byl=je— bi|= | Z|. 

26.11 Si Z está sobre el eje real, emonces Z = a 
donde a cs un número real, y por tanto Z = a = Z. Reci- 
procamente, si Z = a + bi, donde a y b son números 
reales y Z = Z, tenemos a + bi = a — bi de modo que 
b= 0 y Z = aest en el eje real, 


si y sólo si U(a) = 


si y sólo si U(e)-U(8)] 
— UG) (según parte la)), si y 


26.13 


26.15 Sean X = (a, b), Y = (6 d) y Z= (e f nó 
meros gaussianos enteros, (es decir, a, b, ¢, d, e y f son 
enteros) y supóngase que tenemos | X| = | Y| =| Z| > 0 
pero X +Y +Z=0, Observamos entonces quef X | 
=1X] 0, 1XX] =[X]1X] = IY] =|Xz| > 0, y 
XX + Y + Z) = XX + XY + XZ = 0. También 
= (a? + b?, 0} de modo que hemos demostrado que 

sí paa hallar enteros gaussianos X, Y y Z tales que 
lx] =| Y] =[Z|* 0, pero X + Y +Z = 0, podemos 
hallar entonces gaussianos enteros X’ = XX, Y” = XY 
XZ tales que [X'| = |Y']= |Z] Æ 0, X’ 4 Y” 
= 0, y tales que la segunda coordenada de X" es 0. 
(Usaremos aquí, desde luego, el hecho de que si X cs un 
entero gaussiano, entonces también lo es X y el hecho 
(problema 25.12) de que el producto de dos enteros gat- 
ssianos es un entero gaussiano. ) 

De esta manera, podemos suponer para empezar que 
b= 0yde|x] =|Y!= |Z] obtener 
0) al =e? 4d? = fo 
Ahorasi X +Y +Z=la tete) + (d+ Di, 
podemos tener a + e + e = 0 = d + f. De esta manera 
f? =d? y según (1), tenemos c? d e?, Por tanto, c = e, 
o, e= —e. Si c =—ea +c +e =0 da a= 0, de 
modo que| X| = 0, es una contradicción. Si c = e, a + 
c +e = 0 da a=-—2e, Si e= 0 tenemos otra contra- 
dicción. Por tanto podemos suponer e > 0. Entonces, 
según (1) tenemos d? = 4?— c? = (2e)? — e? = del y 
por tanto 3 = {dje)?. Pero, VJ es un número irracional 
(según el problema 12.11) y así nuevamente, obtenemos 
una contradicción a nuestra suposición de que X + Y 
+Z=0. 


27.1 
cg 
= yin v(2-5) = yin ue E: 5 
= 2048 V2 u(- A) 
= os 42 (£ - £) = 2048(1 — 4) 


13 (3 + VIDM [UT /D? = UN j) = 
UT) = Uf) = la + (V3/2) Entonces si 
Z=% + (VI/Di vemos que Z% = (ZZ = Z'Z 
= ZZ = U(2 7/3) = — th +(W3/Di 
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Explicación: Puesto que Z ' 1, también podríamos 
haber observado que Z? = (Z?)? Z = Z. 


275 Z = } + ID) =1 Ur) Si X- 
Z entonces ritn = t LTN, 
1 También 28 = x j3 o 28=/3 +27 


Asi B= r/6 0 B= w/6+m = 77/6. Entonces X 
= Y) +10 X = ITJ6 =- VIN 


27.7 Aplicamos los teoremas 27.4 y 27.5 a cada pro- 
blema 


Gia = 5,0 = i2 Si (04302 = 5 + 12h en 
tonces 
X Vests ag 
2 
y 
y= 


Por tanto x = 3 0 —3 y y=2 0 —2 Puesto que b > 0 
tenemos x= 3, p=2 0 x =—3, y= —2 y nuestras 
dos raíces cuadradas son 3 + 27 y —3 —2;. 

La construcción con regla y compás se da enseguida 


y 


una raiz cusdrada de 4 


Wuna ralz cuadrada de A 


yA 1 


(b) a=12,b=-—3, Si {x + yi)? = 12 5i 
entonces 


Dti DE 2_ AER. 25 


Asi x=5/VZ0 —S/VI y y = I/VZ o —L/VZ Puesto 
que b< O tenemos x = G/VZ y = —HVL o x= 
—S/VE, y = 1/v, y nuestras dos raíces cuadradas son 
SNZ (UD y. 3027 + (UD 

La construcción con regla y compás se da enseguida 


> 
ungrafz cuadrada 
de A 


amis 


La construcción para y[A[ es la misma que en la 
parte (a). 


(ha = — Si (+ y)! = — 2i, en- 
tonces 
ED E) m1 
2 2 
3 
Por tanto 
o 
y 


Be 
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(d) a = —2, b= 3. Si yN? =—24+ 3, en 
tonces 


o MEA Ai 
2 


2 
E 
-Vre 
Asi 
R 
$ 
Ye +2 VÍ3 + 2 
ES 
13 +2 
2 


y nuestras dos raíces cuadradas son 


27.9 Escriba Z =x + yf donde x y y son números 
reales. Si AZ) = 0 tenemos ale + pi)? + b(x + yò 
+ e= fakty?) + bx +0] + (ar + byi 0. 
Por tanto 

(Dar yy bro 

(2) 2axyi + byi = 0, 

G) -2axpi— byi =0. 

Pero puesto que AZ) = ax — y)? + bx — pi) 
+ 0= [ale — y) + bx c+ i axy + bil 
vemos de (1) y (3) que AZ) = 0. 

27.11 Tome A =1.B = i, C = 2, Entonces i? + i-i 
+ 2 = 0, pero (1) + i (1) + 20, Comentario: El 
objetivo de este problema es mostrar Ja necesidad de la 
hipótesis de jos coeficientes reales en los problemas 27.9 y 
2210 

27.13 Primero Solución. Por el problema 27.12 (b) 
tenemos Z? — t = (Z— 1) (Z? +Z + 1) detal mancra 


queZ =]10Z: +Z + | = 0. La última es una ecuación 
cuadrática con raices 


-lyi =4_ i+ 
E ppal bad 
2 2 
Por tanto las soluciones son 1, SHA > 4 


Comentario: Naturalmente, esto no es muy lícito puesto 
que ecuaciones cuadráticas con raíces complejas no serán 
discutidas hasta la siguiente sección 
Segunda Solución: Suponga [,U (a) = 1 = UO 
donde r es un número reat no negativo y œ un ángulo. En- 
tonces z? (UG a)) = U {n 21) donde n es un entero 
Asir = Ly 3 a=n 210 = n:2m/3. Por tanto a = 0, 
2/3, 6 47/3 y muestras tres soluciones son © (0) 
L URAI = 1/2) + i TDi y UATI = 
UD) TR i. 

27.15 Es consecuencia de los problemas 26.8 y 27.12 
id). 


BL 0)3? + (—2- 21i)3—3 +6i=9- 6 
si 3461 =02)(-14 204 2- 21)0-1 
+23 +Ó6r= (1 Aia RO di 


H= Iper 

Comentario: Otro ejemplo para mostrar que las raíces 
complejas no aparecen en “pares conjugados” si los coefi- 
cientes de nuestra ecuación no son reples. 

28.3 Pudimos primero observar que estos dos proble- 
mas podrían ser tratados por cl teorema de De Moivre es- 
cribiendo para (a), [PU (a)]!= èt = U(r), y para 
(b) [rU ( a y Po =—1 = Utm), etc. (problemas 27.13 
y 27.14) En el contexto de este capítulo, sin embargo, las 
siguientes soluciones sc indican claramente 

wz + y ~ (Z + I)(Z?— Z + 1). Entonces Z = 
—10Z2—Z +i = 0. En el último caso usamos los 
resultados del pobisna 28.2 (c) para obtener Z = (} ) + 
63/10 Z TDi 

W N a+ EAZ? — 1) de tal manera que 
Zi=—i0Z =i 
Ahora aplicamos el teorema 27.4, 


{1) Si Z? = (z -p iy)? = —i tenemos a 
=0, b=-1) 

-WIC +0 teto A 
sz 


Puesto que b < Q tenemos z = 1/42, 
y ==! Na, o 
r=-1/Y2, y 


Por tanto dos de nuestras soluciones son I} VZ — (Y v 2i 
yEy yD E y Di 


a 


1/v2. 
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Q) Si Z? > (x + ip}? = í, tenemos a=0.6=1,y 
x? m$, y? = 4. Pero, puesto que aqui b > 0, nuestras 
otras des soluciones son 1/ VZ + (1/ vV D)iy—1/ VE 
0/v Di 


38S (a) fa) = rtr 
(b) gir) = z! + zr -trt 
() Al) = aran 
(d) glr) = zt + zr + rth r H rt, 


28.7 Usamos los resultados de los problemas 28.5 (a), 
(b), y (c). Escribimos 
O A br ert eri 


dz—dr+e—e 
saer bar) elr’) 
+adlx—r) 


= (x= rix? daran 
rnb ar trd ar) 
cer dd 
=(x— mi lr ti + 
br + ex t dr? + br? + cr + dd). 
Así, dejando g (x) = x? + (r + b)x? + (r? + br + ox 
+ (73 + br? + er + d), tenemos f (x) = (x— r} g tx) 
+10. 

28.9 Por el teorema fundamental del álgebra hay una 
solución, sea 21, de f(x) = 0. Por el problema 28,8 tene- 
mos 

(U) f(x) = (x — Z) g(x) + $(Z 1) donde g es una 
función bicuadrada. Pero Zı es una solución de f{x) = 0 
de tal manera $(Z 1) = 0. Asi, por (U), f(x) = (x — Zi) 
g (x). Entonces del problema 28.7 y por el hecho de que, 
por el teorema fundamental, g (x ) = 0 tiene una solución, 
sea Za, tenemos 

1D) 20) = (x — Za) h (x) + g(Za) donde h es una fun- 
ción cúbica y g(Zi) = 0. Asi (2) da g(a) = (x — Z) Aò). 

Continuemos usando el teorema fundamental, y regre- 
semos a los resultados del problema 28.6 y el teorema 28.3 
para llegar al resultado deseado. 

29.1 


() Q4+P=B434+ (4 50 + 
Bitti 
= 5+ 2i + (11 — 4i)j. 
BR+t3i+ a a- 
B-14(04+0)1 
= =1 +4 + (-3 — 6Dj. 
() 2P = Q = A3 — it O +D 
[2 + 3i + (4-57 
= [6 — 2 + (14 + 2D] — 
[2 + 3i + (4 — 50)j] 
= 4 = 5i + Q0 + TD]. 
(ad) QP = [(2 +31) + (4 — 50 
l(6-9+0+D4 
= (2430081) + (2 + 3i) 
G + ijj A 50B = i) 
+ (4 5D + Dj 


togha 


= (9 + 7i) + (11 + 23i) + (4 — 5) 
G + Dj + (50107 

= (9 + 7a) + OL + 23i) + 
(17 — 110) j — (23 — 39i) 

= (—14 + 465) + (28 + 1207, 

(e) PQ = [3 — i) + (7 + O2 + 3) 

+ (4 — Bi) 

= (3 i2 F3) + 6-0 
(A Dij + (7 -+ DÍA + 3i) 
HODA S ; 

= (9+ 7i) + (19074 (7 + i) 
(2 — 30] + (T + DA + 507% 

= (9 + 7i) + (7 — 1903 + 
(17 — 19i) — (23 + 39) 

= (14 — 32i) + (24 — 38i)j. 


DI Sea P = A + Bjy Q = C + Dj donde A, B, C, y D 
son números complejos. Entonces P + Q = (A + BÀ + 
Cam -=(AFCOFWEDY>A a! 
e + Dý = A Bì) + (C — Bi) = 
B+ ¿ F Dj = P + G. (Empleamos aquí el hecho ds de 
por el problema 25.9 (0), A+ C = A + C. para números 
complejos A y C) 

29.5 Sea Q = A + BjyP-C+Didonde A, B,C y 
D son números complejos. Emtonces ÕP = {A + 8 iC 
ED) = AC + AD} + BJC + BjDi = ÁC + AD] + 


BU + BDF = (ACBD) + (4D + Biy = AC 
BD — (4D + BCy = (AC — BD) — (AD + BC) — 
(AE — BD) — (4D + BUY = (AC — BD) — (4D + 
BOY. 

En la otra forma, - C FODA F Eh 
DN(Á— BN) = 


(Cy — DA] + DBj* — (AC — BD) — 14D + BEY. 
(Usamos rigurosamente, por supuesto, las propiedades de 
la conjugación para números complejos como se da en el 
problema 25.9, y también usamos el hecho de que la multi- 
plicación de números complejos es conmutativa.) 


30.1 (a) (0,1)-(3,1) =0+1=1; 
(0) (42, 48) (45, VD) = 444 = 8; 
W E1LD-6,1=-342= 1; 
(d) (2,0)-(0,8) =0-+0=0; 

@ 86-0:0,3) =3-3=0; 
0 EL-D-0,-2=-14+2=1 


303 (a) AA =2+3 = 13; |A|? 
SETE NI e 13; (9)A-B 
=21+34= 14: B-A = 12443 = 14 
©) T(A-B) =72:1 + 3-4) = 7-14 = 98; 
(74)*B = (14, 2D)-(1, 4) = 14 + 84 = 98; 
(d) 4-8 +C) =(2,3)-(-23) = -4+9 
A-B 4 A-C = (0412) + [-6+ (-3)] = 14 — 
9=5. 


30.5 (a) (0, 1)-(2, y) = y = 0; sea X = (1,0). 
W) (V2 2), 9) = Ve +24 =0; 
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sa x = (2,42). (0) 1,9): y) =-2 
+ Sy = 0; saX (8,1). (d) O, 0-4) 
= 0; sea X = (1,1). 


30.7 (a) 2-caso dimensional. Sea A = (4, %:), 
B = (b, ba), C = (01, €s). 


G) A-B = ab + ad: = bha +b = BA 
(i) a(A:B) = a(abı + abs) = (aaı)bı + (003)b; 
= (24) B 
Gil) A-(B4+C) = A- (bi + en ba + 09) = ab, 
+ ci) + Galba + ca) = (abi + aada) + (ati 
+ 0%) = ABH A-C. 
Se sigue por (i)que (B +C)-A = B-A +C-A. 


(b} 3-caso tridimensional. Sca A = (ay, ar, a3), 
B = (buba bah, y C= (6:03). 


G) A-B = ab + ads abs = ba + by 
+ ba = B-A 

Gi) a(A-B) = a(ab, + azb: + asba) 
= (am)bı + (aa:)ba + (aa3)bs = (04)-B 

tiii) A- (B + C) = A- (b1 + cu da + ca, da + ca) 
= (bi + 01) + alb: + ca) + alba + ca) 
= abi + aba + aba + ci + ati + asea 
= (aby + abs + abi) + (06i + aes 
+ exa) = A-BHAC. 


Se sigue por (1) que (B + C)-A = B-44C-4. 


30.9 Por definición de perpendicularidad tenemos que 
probar que 4-B = Ô si y sólo siJ A + B| =|.4 — B|. Pero 
©) (4-8) = (—) (8-A) = (DB: A = 4: DB 
= A-(-B) por el teorema 30.2, Así A-L B si y sólo si A- 
{—B) = 0 — 4-8. Ahora aplicamos el teorema 30,5 a las 
dos últimas igualdades para ver que A-L B si y sólo si 

aal +/—5)*— |4— (—8)|? = 0 =| a}? +18] 
— |4 — B|’. Pero el miembro izquierdo de (1) es igual a 
la: +18|* —| A + Bl, y por lo tanto (1) se cumple si 
y sólo si 

(1) l4— B) =]4 + Bj 
Así de (2) tenemos ALB si y sólo sij4 — B| =} A + B|, 
puesto queJA — B]2 0 y|4 + B|20. 

Comentario: Una demostración con coordenadas y consi- 
derando los casos bi y tridimensionales por separado es 
claramente factible y también muy larga, 

30.11 Como en el problema 30.9 tenemos —(4 + 8) = 
A+ (—B). Por tanto — [4 +(--8)] = A + B. Por el teore- 
ma 30.5 entonces tenemos 

(D 214 8) -lAl +] 81? —14 — Bl y 

(D 24 (BJ) = YA + B) = AP? Bp + 

14 — (—8)|?. Puesto que |—8 | = | 81y} A — (—BNl 
=|4 + Bf, debemos sumar (1) y (2) para tencr 
4 (A'B) = 44 -B =| A + Bl? |4 — B|?. 

30.13 U es perpendicular a rX -+ sY si y sólo si U (rX 
+ sY ) = 0 por la definición de perpendicular. V(X + 
3Y ) = UGA) + UY) = AUX) + {U - Y) por el 
teorema 30.2. Pero Y + X = U » Y = 0 puesto que UL X 


y ULY. Por tanto V- (rX + sY ) = r0 + s-0= 0 para 
todo escalar 7 y s. 

30.15 Sean O, X y Y los tres vértices del rombo, como 
muestra la figura. Entonces el cuarto vértice es X + Y 
{puesto que la recta que pasa por Y y X + Y tiene vector- 
dirección (X + Y)— Y =X,etc) 


También] X| = | Y] puesto que los tados de un rombo son 
de igual longitud, Ahora Y — X es un vector-dirección de 
la recta que pasa por X y Y; y X + Y es un vector-dirección 
de la secta que pasa por O y X + F, Calculando su pro- 
ducto interior tenemos (Y — MAX + Y) = (Y — XX 
+ MY MA NX CY — 
X-X + Y-Y = X|? + ly}? = 0, Por lo tanto las dia 
gonales son perpendiculares. 

30.17 Sean X. Y. y —X los vértices de un triángulo ins- 
crito en un semicirculo de radio] X]. El centro está obvia- 
mente en O. Puesto que Y está sobre el semicírculo, | | 


Escogiendo Y — X y Y — (—X) como vectores-dirección 
de tas rectas en cuestión, calculemos su producto interior: 


Y — X) {Y — (A) 


AY — X)-(Y + X) = (Y — X) Y + (Y - X) X 

Y'Y-X-Y+YX-XX=YY-XX 
e|Y|* — |X}? = 0. 

Por lo tanto las dos rectas son perpendiculares. 

31.1 Observe que (0, 1), es va vector unitario. [(6, 7) - 

(0, 13] (0, 1} = 70, 1) = (0, 7), y (6, 7) — (0, 7} = (6, 
D). Entonces (6, 7) = (0, 7) + (6,0). 

313 Observe que (I, 0, 0) es un vector unitario, [(3, 2, 
— 1)" (L, 0,09] (1, 0, 0) = 3(1, 0, 0) = (3, 0, 0), y (2,2, — 
1) — (3, 0, 0) = (0, 2, —1). Entonces (3, 2, —1) = (3, 0, 0) 
+(0,2,—1). 


315 [(n, e) (1/42, 1/42)] 
(e) 


(1/42, 1/42) 


y 
mo- (IHH 
Entonces 
_[(rherte 
AR? 


198 RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS IMPARES 


31.7 Deseamos que 15, 3) sca la componente de (7, 
+) paralela a (—S, 3) y V sea la componente de (,c) por- 
pendicuiar a (—5, 3); 

(m, e) , 3) 
Es 59 


es la componente de (rr, e)paralela a (—5, 3), detal manera 


(105,3) ite irte 
“(253)(258) 25 3 
entonces 
-irta 
Y= mo) -a 5,3) = 
3(3r + 5e) 5(8m + 5e) 
u 34 
31.9 


La componente en la dirección este es 100 cos 22% 22100, 
0.93 = 93 libras; la componente en la dirección norte es 
100 sen 22° 2100: 0.37 = 37 libras. 

31.14 Si U = 0, entonces U es paralelo a r4 + sB Si 
U = 0, entonces A = aÙ y B= bU para algunos esca- 
lares e y b, Por lo tamo rA + 58 = aU + bU = {ra + 
sb)U, de modo que 74 + sB es paralelo a U. 

31.13 Q = {A4 +10: tos un escolar! para algún vector 
A. Puesto que U es un vector-dirección, no es cero: de 
tal manera que podemos descomponer a A en las compo- 
nentes paralela y perpendicular a U. 


AU 
UU 


A = Ay + Ay donde d, = y Apl U. Ahora 


Ap E O puesto que Ap = 4 + a Tin 
U-U 

bién, Apy V son paralelos puesto que Ap LU y VLU 

Como V= 0, 4y=rV para algún escalar z. Por lo tanto 


"veo 


31.15 Sean £ y R rectas en el espacio bidimensional y 
supongamos Z || R. Sca U un vector-dirección de L y V 
un vector-dirección de R, Entonces U >£ 0 > V puesto 
que U y V son vectores«dirección. Además, U no es un 
vector-dirección para R ni V pura £ puesto que hemos su- 
puesto que L||R_Así, por cl problema 31.14, podemos 
encontrar escalares a y b tales que ¿UE R yav E L 
Por lo tanto L = laV + tU: 1 es un escalar! y R= 
LBU + sV: s es un escalar}, Tomando 1 = b y s= a, 


tenemos bU +aVE R y ¿UF a VEL Ak bU + 
«VERNE de tal manera que R N) Lf, contrario 
a nuestra hipótesis de que R N L =Ø Por lo tanto nues- 
tra hipótesis de que £ [| R debe ser falsa: £ || R. 

31.17 Codominio de g = | X: X es perpendicular a U 1 
Demostración, Observe que AX) = (U + XU es la com- 
ponente de X paralela a U y que AX) + g) = X. Por 
tanto g(X) es la componente de X perpendicular a U. Asf 
todo elemento del codominio de g es un vector perpendicu- 
Jar a U. (Podríamos también haber mostrado esto haciendo 
observar que g(X) - V = 0.) Falta mostrar que si V es 
cualquier vector perpendicular a U, entonces Y = g(X) 
para algún X. Aceptamos que Y + U = 0 y sea X = Y. 
Entonces gO = g= F-—(U:NU=Y 

g(X) =0 si y sólo si X y U son paralelos. 

Demostración. Si g(X) = 0 entonces X = fX) así como 
{U - XU = X. Por lo tanto Y y U son paralelos: De 
otra parte, si X y U son paralelos, entonces X = 7U para 
algún r. Por lo tanto g(X) = X — (U+ MU = rU 
(U. rU = rU — AU UW = rU — rU =0. 


BEX + SY) UX ESF) SEX HSY eX 
sY) — ARO + SO = r LO + lY = 
FYD = 1200 H se Y) 


3I U. V=—} +} =0|U]=} +4 =1 =M 
Ahora tomamos las componentes de (3, —7) en el sentido 
y dirección de estos dos vectores unitarios: 


[6, =) (1/42, 1:41 (1/43 1/12) 
= (4/42 (1/42 1/12) = (-2, 2; 

ov =[é, 7) (1/42, 1/42) (1/42, 1/42) 
> (10/40 (112, 1/42) = (5, 5). 


aU 


Por tanto 
8, =D = (2-46, —5). 
323 (a) Es 
(b) Noces. (4l, 1) L (1,1) pero| (1, 1)|= 2. 
(6) Es. 


(d) No es. (0, D| =| 1, O] =1(1, 0))= 1,00, 1) 
11,0, y (0,1 1 0.0), pero (1.0) 
X+ 10 


325 U-U= 


449436, 
AA 


32.7 Tenemos | tz. V | ortonormal, A = aU + eV y 
B = bU + dv Entonces A'B = (0U + eV). (bU + 
dV) = aU bU + aU dY + eVi bU + eV dY = 
ab {U - U) + ad(U- V} + bV U) 4 ed iF V = 
ab(1) + ad (Ò) + cb (0) + ed (1) = ab + ed. 
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329 Sca M = A—(4 «UU —(4 : VIV — (4 - W)H. 
Entonces 4 es M más la suma de las componentes de 4 
paralelas a U, ya V, ya W. Para demostrar que M es 
perpendicular a cada uno de los vectores U, Y, y W: 


M-U 


= [4 — (4- 070 — (4-V)Y — (4-W)W]-U 
A-U=(A-DJU- E V)V-U — (A-W)W-U 


(A-V)V — (4-W)W]-V 
-V — (A V)V-V(A WWV 


— (4: 0)U = 
W (A-UJU-W—(A-V)IV-W-(4-W)W-W 

AW-AW=0 

32.11 (a) El codominio de T es todo el plano, puesto 

que para cualquier vector Y hay un vector X tal que 

TA =Y. 

Demostración. Sea Y = (a, $). Sea X = aU + PV. En- 

tonces 

TO) 

T(aU + bV) = (U-[aU + bY], V- laU + bV} 

aU-U+bU-V, aV- U+bV-V) = (@ b) = Y. I 


También T(X) = 0 si y sólo si (U- X, V-X} = 0, si y 
solamente si U>* X= 0 y V-X=0, si y sólo si X es 
perpendicular tanto a Y como a V. si y sólosi X = 
t TEX +eY) 
= (U-(rX + sY], V-X +8 YD) 
(U-X + 3U: Y, 1V: X + 8Y Y) 
= (U-X, rV-X) + GU- Y, aV- Y) 
r(U-X, V-X) + U- Y, V-Y) 
TX) + sT) 
© SFX) 
= S(U- X, V-X) = (U-X)U + (V-XW = X 
T(S(, 5) 
= TU + sV) = (UL [FU + sV}, YU + sV) 
= (UU sU- V, rV U + 8V V) = (8). 


(AVY — (AWWW 


34.1 (2) X =( 1.2 +10, 1 es una couación para- 
métrica de la recta que pasa por ( ~l, 2) y es paralela è 
41. 3), que es la recta que pasa por (---1, 2) perpendicular 
-1, 1) Por lo tante una ecuación no paramétrica de 
esta recto es, por el teorema 34,2, 


(+ 1) + (2) = 


(b XD = (h 


D+ 
métrica de la recta que pasa por (1, 
que es la recta que pasa por (L, 


3) es una ecuación pard- 
D paralela a i3, = 3} 
1) y es perpendicular è 


(3. 2). Por lo tanto una ecuación no paramétrica de esta 
recta es, por elteorema 342, 


IE D+ 24 1=0 
d+ dy 1 =0 


343 (91 (02): =D=0/=10,» 
+ £(3. 21 r es un escalar | por el teorema 34.1, puesto que 
(.—3) 1 (3, 2). Por tanto una ecuación paramétrica para 
la recta es 

XÒ =(1,2) + 443,2) 


(Dx +44 4=0Osiysóosiy= fx Las 
por el teorema 34.7, la recta tiens pendiente m = — Pe 
intercepto respecto a y, —1. Por tanto, por las defimeronos 
de pendiente e intercepto respecto a y, (l, $) es un veo 
tor-dirección y (0, —1) pertenece a la recta. (Observe 
que la recta no es igual al eje y puesto que tiene pendiente + 
Una ecuación paramétrica de esta recta es 


X= (0. 114 11d la) 


34.5 (a) LA (A + 1,3) D = 00= IX (A 
£ L, —3) -(7, 1) = 01 es perpendicular a (7, 1) por el wo- 
sema 34.1, por tanto paralelo a (—I, 7}, de modo que 
(—1, 7) es un vector-dirección de la recta dada 

(b) 2x + 3y — 12 = 0 siy sólos y =—Ẹa+4. 
La recta con esta ecuación Lene pendiente 4, así (1, 
—3) es un vector.dirección de la recla. 

(0) y = x — 2 es una ecuación de una recta con 
pendiente L. Por tamo (1, 1) cs un vector-dirección de esta 
recta 

(IX XB AEA D 

= Di es una recta perpendicular a (2, --3) por el leore- 
ma 344. Por lo tanto esta resta nene vectordirccción 
22 

34.7 Aplicando el teorema 34.7, obtenemos la ecuacion 
no paramétrica y = —3x +8 

34.9 Por el teorema 344, 1X Xoil H +6 = Di es 
perpendicular a (1, 4), así el vector-direución de la perpen- 
dicular es (L, 4) Puesto que 2 es el mtercopto respecto a 
y de la recta deseada, (0, 2) está sobre la recta y una 
teuaciönes 


X= (0,0 441.4 


BAAL da y pata subre LA A (2 1) > $ i siy solo 
Ix a2 Di = 5, es dear, si y solamente si 2x q y = $ 
También da p esta sobre 110, D + sUh LI y es un esca 
lar hy sohasi JO = (WE A è r para 
algún p, es deur, $i y selumentesi y — | + 1 Resulviendo 
m4 r=5 e y Ly encomramos r= 4 y 


pot 


Venticando par substetución encontramos que 


Nie, 
G 3 realmente está sobre ambas rectas 
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34.13 La recta tiene vector-dirección (1, m), puesto que 
su pendiente es m. Por lo tanto la recta es [(xo, yo) + 
4C, mu): 1 es un escalar], Ahora (x, y) está sobre esta recta 
si y sólo si (x, y) = (xo, po) + (l, m) = (xe + 1, yo + 
im), es decir, si y sblo si x = xo +1 y y= yo + im, o 
im = (x — xom y im = y— yo. Así (x, y) está sobre 
la recta si y sólo si y— yo = m(x—x0). 

34.15 Dos rectas con pendientes mı y ma tienen vecto» 
res-dirección (1, m 1) y (1, m2), Las dos rectas son paralelas 
si y sólo si (l, mı) = K1, m) para algún £, si y sólo si 
ms = m. Las dos rectas son perpendiculares si y sólo si 
(mi) = d(—Óma, 1) para algún £, si y sólo si m ma = —1. 

34.17 Si agrega » galones de alcohol el número de ga- 
lones de alcohol será 0,12 * 100 4- n = 12 +n, y el nú- 
mero de galones de jerez, 100 + n. Para obtener una mez- 
da al 20% de alcohol necesita 0,20(100 + n) = 12 + n 
o 5(12 + n) = 100 +n. Así n = 10 galones 

34.19 (1) Si m z n, entonces 


a nia) 


(Las rectas no son paralelas o coincidentes. mx + b = 
ne + d, x = (d — b)/(m — n). y = mid — b}f(m — 
n) + b = (md— bn)/(m— n).) 

Q) Si m= n y bd, tones LNG =Ø. 
(Las rectas son paralelas. mx +6 = nx +d es imposible 
si m =n ano ser que bd.) 

G) Si mean y b=d entonces LN Q =L 
= Q (Las rectas son coincidentes.) 

35.1 (a) (0, 0, 0) = 0(1, 1,0) + 0(0, 1, 1) es combina- 
ción lineal. 

(b) No es. Si (t, O, 1) = x(1, 1,0) + s0, 1,1) = 
Gr +s s) entonces r= l,s= l, y 7 +3 
= 0, lo cual es imposible, 

(5) No es. Si (0, 1,0) = (1, 1, 0) + 500, 1, D), 
entonces r = 0, s=0 y r+s= 1, lo cual 
es imposible. 

(0) (2, 5,3) = 21, 1,0) + 30, L, 1) es combina- 
ción lineal. 

35.3 (a) Independientes. Suponga a(l, 2, 3) + b(3, 2, 
1) =0, Entonces a + 3b=0, 2a + 2b = 0, 
y da + h=0. Resolviendo, encontramos a = 
b= 0. Por tanto, por el teorema 35,3, los vec- 
tores son independientes. 

(b) Dependientes. (8, 4, 8) + (24) (2, 1,2) = 0. 

(e) Independientes, Suponga aí2, 3, 5) + 5(4, 9, 
25) = 0, Entonces 2a -+ 4b = 0, 3a +9 
= 0, y 50 425b = 0, Porlotanto a = b = 0, 


35.5 Los vectores son linealmente dependientes, Sì A 
y B son paralelos, entonces uno de los vectores 4 0 8 es 
un múltiplo escalar del otro, y los vectores son dependientes 
por definición. 


35.7 El conjunto S es linealmente dependiente. Puesto 
que Q es linealmente dependiente, hay un vector 4 en Q 


que es combinación lineal de los vectores en Q. Pero todo 
vector en Q está también en S. Por tanto A es un vector 
en S que es una combinación lineal de vectores en 5. Por 
eso S cs linealmente dependiente, 

35.9 El vector cero pertenece a un conjunto no lineal- 
mente independiente. Si el conjunto consta del vector O 
solamente, el conjunto es dependiente por definición. Si 
hay otro vector B 4 0 en el conjunto entonces 0 = 0 - B, 
de aquí el conjunto no es linealmente independiente. 

35.11 La recta (74: 7 es un escalar! es una recta que 
pasa por O y A. Puesto que B está sobre esta recta existe 
un escalar b tal que B = bA. En forma semejante, C = 
<A, de aquí el conjunto es linealmente dependiente. 

35.13 Sean U, V y W tres vectores bidimensionales. Si 
U y Y son lincalmente dependientes, entonces así lo son 
U, Y, y W por el problema 35.7. Si Y y V son linealmente 
independientes, entonces W es vna combinación tincal de 
U y V por el teorema 35,5 y de nuevo U, Y y W son lineal- 
mente dependientes. 

35.15 1. Considere las, combinaciones lineales de 4, 
ByC. 

2, Cada combinación lineal de A, B, y C es una combi- 
nación lineal de W, A, B, y C. 

3. Los vectores W, A, B y C son lincalmente dependien= 
tes, porque W es una combinación lineal de A, B, y C. 

4. A es combinación lineal de W, B, y C, o B es una 

combinación lineal de W. A y C, o C es una combinación 
lincal de W,A, y B. 
Demostración. wW + aA + bB +cC = 0 para algunos 
escalares w, a, b, y c tales que no todos son 0. Es imposi- 
ble para a = b = c = 0, Por tanto podemos resolver para 
A. BoC en términos de los otros vectores. 

Damos por sentado que A es una combinación lineal de 
W,B yC. 

5. Cada combinación lineal de A, B, y C es una combi- 
nación lincal de W. B, y C. 

6. Cada combinación lineal de 4, 8, y C es una combi- 
nación lineal de V, W, B, y C. 

7. Los vectores V, W. B. y C son linealmente dependien- 
Les puesto que Y es una combinación lineal de los otros. 

$. OB es una combinación lineal de Y, W, y Co C es 
una combinación lineal de Y, W, y B porque: 

Existen escalares y, w, b y c, no todos O, tales que 
vV + wW + bB + cC = 0, Si b y ¢ son ambos 0, enton- 
ces YY + wW = 0 y ni v, mi w son 0. Pero V y W son 
independientes, entonces o b£ 0 o c0, y podemos 
resolver para B 0 C. 

Damos por sentado que B cs una combinación lineal de 
Y y €. 

9. Cada combinación lineal de 4, B y C es una combi- 
nación lineal de Y, W y C, por6 y8. 

10. Cada combinación lineal de A. B y C esuna com 
nación lineal de U, Y, W y C. 

11. Los vectores U, Y, W, y C son linealmente depen- 
dientes puesto que U es una combinación lincal de los 
otros. 
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12. € es una combinación lineal de U, Y, y W, porque 
hay escalares u, v, w, y e, no todos 0, tales que uE + vY 
+ wW+cC =0. Si € =0 entonces ut + YV + wW 
=0 y mv, y w nosontodos 0. Pero U, V, y W sonli- 
nealmente independientes, de aquí c 4 0. Por tanto pode- 
mos resolver para C'en términos de U, Y, y W. 

13. Cada combinación lineal de A, B, y C es una com- 
binación lineal de U. V. y W, por 10 y 12, 

36.1 Puesto que (1, O, 1) y (0, 1, 1) son linealmente in- 
dependientes, cl plano paralelo a estos dos vectores y que 
pasa por (1, 2, —1) es ((1, 2,—1) + u(h, 0, 1) + (0, 1, 1): 
u y vescalares] porel corolario 36.6. 

363 Los tres puntos dados no son colincales, de aquí 
que el plano que pasa por ellos sea (1, 0, 0) + [(1, 1,0) 
—(1, 0, 09] + vÍtl, 1, 1) — (1, 0, 0)]: n y v escalares! = 
1(1,0, 0) + (0, 1, 0) + wO, 1, 1): u y v escalares I, Una 
ecuación vectorial paramétrica es X(u, v} = (1, 0, 0) + 
u(0,1,0) + 40,1, D- 

36,5 (1, 1,1) — (0. 0, 0} = V2 [(2.2, 2) — (0,0, 03], así, 
los tres puntos son colincales. M4 = | (O, 0, 0) + u(l, 1, 1) 
+ v(1, O, Oy u y v escalares) y N = 1(0,0,0) + 21, 1, 
1) + «0, 1, 0): u y v escalares] son planos que pasan por 
los tres puntos dados y M 7€ N. 

Demostración. 
(0,0, 0) está situado sobre ambos planos 
(ome u = v = 0). 
(1, 4, D está situado sobre ambos planos 
(ome u = 1,» = 0). 
(2,2, 2) está situndo sobre ambos planos 
(ome u= 2,v = 0). 

M7 N puesto que (1, 0, 0) E M, pero (i, 0, O @ N. 
porque si (i, 0, 0) Æ M, entonces (1,0, 0) = xl, 1, 1) + 
WO, 1, 0) para algún y y v: pero entonces u= 1 y u=0. Ñ 

36.7 (1, 0, 0] y (l, O, 0) + (1,2, 1) = (2,2, 1) está 
situado Sobre £. El plano que pasa por estos dos puntos 
y por D cs M=1(0,0,0) + 14(1,0, 0) + ví2,2, i): uy v 
escalares), Si U es un punto sobre L, entonces U = (1, 
0, 0) + a(i, 2, 1) para algún £ Para ver que & también 
está sobre M sea u = I—r y v= 1 Por lanto M con- 
tiene a D y a todo punto de L. (El artificio que nos lleva 
a u= 1-1 y v= g eséstc: pregumémonos qué valo- 
res de u y v dan (1,0, 0) + Kt, 2, 1) = (0,0, 0) + ul, 0, 
0) + x(2, 2, 1), es decir, qué valores de y y v dan (1 +1, 
21, À = (u + 2v. 2v, yh) 

36.9 Puesto que (l, 2, 1) + r, 1, 0} + s{1, 1, 4 = 
Ots 2 rts 445), M=l( y, zhi yz) = (1 
+52 +r s L+ 4s) para algunos escalares 7 y si = 
l@pzix= l +s y= +r+syz = l + 4s para 
algunos escalares 7 y sl, 


3611 M =i y dix =2 +5 yel +r 
s y z= r+ 2s poro algunos rys] = { (x, p. 2): x, y, 
z) = (2,1,0) + (=r 27, r) + (s, —5. Zi) para algunos es- 
calares rys) =le yiya = i Hr 
(1,2, 1) 4 s{1, —1, 2) para algunos escalares 7 y s) = 
1(2,1,0) + r(—1. 2 1) + s(1, —1, 2): r y s escalares). 


36.13 El plano que contiene a D, E, y F es 
1D + u(E— D) + (F — D): x y y son escalares) 
= [(1—u—v)D +uE + vF: u y v son escalares | 
tHL — e— ND + eE + fF:e y fson escalares | 
= {dD + eE + JF: e, y fson escalares y d = | — e 
Fai 


= [dD +eE + JF- d,e, yftalesqued + e + f= 1 l. 


37.1 
(a) (1,0,0) X (0,0, 1) 


(b} (1,110) X (0,1, 


-(i J -b t o D = (1-11). 


(e) (1,0,1) X (0, L, 0) 


- (li -b dls) Eo 


(0,0, 1) X (1,0,0) 
«GUIAR 


Puesto que (1,0, 0) x (0, 0, 1) = (0,—1, 0) por el pro- 
blema 37.1(2). Por lo tanto la multiplicación vectorial no 
es conmutativa. 

Luego, 


31.3 


(1, 0, 0) X [(L, 0, 0) X (0, 1, 0)] 


¡0 0] 1 oj ji 0] 
-non RIED 


= (1,0,0) X (0,0, 1) 


GHR Dome 


pucsto que 
[(1, 0, 0) x (1, 0, 0)] X (0, 1, 0) 


E (o k -| d i J) x (0,1,0) 
= (0, 0, 0) X (0, 1, 0) 


EE 


Por lo tanto la multiplicación vectorial no es asociativa. 


37.5 Sea A = (a, b. c) y B = (d, e, f). Entonces —A = 
(a, —b, —c) y —B = (—d, —e, —f) de aquí que 
(-4) x (~B) 


-a —<e 


-d —f| 


EE a 


202 Ri 


= (Ef — ce, (a) — ed), ce — bd) 


b o| _ le el fas 
=A 3 
-ki f| E la D se 
37.7 (a) F(U, U) = —E(U, U) puesto que E(4, B) 


= —E(B, A) para todo A, B. Por consiguiente EWU, 
U) =0 puesto que x = —x solamente si x = 0, 


db) EKU + V, W) = EW, U 4 VE 
(W. U) EW, V) = EU, W) + E(V, W). 

© EU, Y) = — EWY. U) = —vE(V, U) = 
vE(U, V). 

19) EEU, YY) = uE(U, vV) (por hipótesis) 
= uvE(U, V} (por (e). 

(el Elal + bi, eT + di) = Elal + bi, c) + 
Elal + bi, di} (por bipôtesis) 
= Elal, c) + Ebi ch) + Elal dì + 
E(bi, di) (por (b)) 
= acE(, D) + beE(, D + dE À + 
dE, i) (por (d)) 
= beEG. 1) + ad EM. iY. 

{por (a) tenemos Elf, 1) = EG.) = 0) 
= adEll, 1) —bcE(1, i) (por hipótesis) 
= (ad— bòEU i- 

(0) Sean A = (a,b) y 8 = {c, d) dos vectores bi- 
dimensionales. Entonces A = a(l, 0) + b(0, 1) 
=al + bi y B= 1.04 d(O 1) =el + di 
E(A, B) = Elal + bi, cI + dì = (ad — 60) 
EU, ú por (e) y' (ad — boEM, i) = ad — be 
puesto que E(H, i) = 1 por hipótesis, Pero ad 
— he = D(A. B) de aquí £(4, B) = DÍA, B}. 


ES (A-B) UB, 
IA =A- en ?rt- Ata? 
Por tanto 
E 4D 
AXB= (BXA) = 8x(4,+ E Tai] 


as: (A-B) 
BXA — BX- B) 


{B X B) = dı X B. 


Ahora |4 x B| = |A x B| = |A| |8| por el problema 
37.8. Puesto que A. = A sen 8 tenemos |4 i| =] 4 sen 8| 
|A| sen 8, de modo que JA x B| = Jaf [B| sen 8 


31 Si. (0,1,1) X (l, 1,0) = 


(AER ED= corem 


= —1(-1,1,—1). 


38.3 | X—(4,9,81)]-(1, 3,9 
38.5 El plano dado pasa por (1, 2, 3) y es norma! a (2,0, 


ax» (p 1 3 Ha Pre 
—2 1] [1-2 1| 


— 10,2), 


B=41xB4+ 2 
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Por tanto una ecuación vectorial no paramétrica es [X — 
(1.2,3)] (—4, —10, 2) = 0. 

38.7 Puesto que (7, —1, 3) y (—42, 6, —18) son lineal- 
mente dependientes (lo cual encontrariamos si tomamos el 
producto vectorial), el conjunto dado es L = 1(9, 13, —2) 
+ u(7. —1, 3): w un escalar] que es una recta que pasa 
por (9, 13, —2) con vector-dirección (7, —1, 3), XE L£ 
si y sólo si A — (9, 13,—2) = ul, —1, 3) para algún es- 
calar u. 

El vector (7, —1, 3) es normal al plano M = | A: X> 
(, —1, 3) — 0), y para cualquier vector Y, V es perper- 
dicular a M si y sólo si V = u(7,—l, 3) para algún escalar 
u (por el teorema 38.4). Por tanto XÉ L si y sólo si X 
— (9, 13, —2) es perpendicular a M. 

Ahora necesitamos una ecuación paramétrica para M. 
Por inspección vemos que (t, 7. 0) y (0, 3, 1) están sobre 
M puesto que (1,7,0)-(,—1,3)=0 y 0,3, 1)-(, 

3) =0. Los vectores (1, 7, 0) y (0,3, 1) son lineal- 
mente independientes (hábilmente los hemos escogido en 
forma canónica), de aquí que M4 = $ A{1, 7, 0} + (0,3, 1) 
rys son escalares], Ahora Y cs perpendicular a M si y 
sólo si Y «(1,7,0) = 0 y V-(0,3,1) =0. Por tanio NE 
L si y sólo si [X— (9, 13, —2)] (1, 7,0) =0 y [X= 
(9. 13, —2)] +(0, 3, 1) = 0 así hemos encontrado las ecua- 
ciones no paramétricas de £ que deseábamos. 

38,9 (a) Damos por sentado que A, B, y C son depen- 
dientes. Entonces at + b8 + cC — O paru algunos es- 
ealares a, b y c na todos vero. Si a >£ O, entonces podemos 
escribir A como una combinación lineal de B y C. Por 
tanto A es perpendicutar a Bx C por el teorema 38.2 
de modo quc 4° 8 x C = 0, 


Sia = O entonces bB + cC =0. Ahora si b z0, B = 


-EC ias. BXC= =É CXC =0, Por tanto 
A`BXC=A0= 0, En forma semejante, sie rt 0, C 
hobra ICEX (-ż2)--22 

z z z 


X B=0, y denuevo. A*BxC=0. 


{b} Ahora suponemos 4-Bx C=0 SiByC 
son linealmente dependientes, entonces uno es un múltiplo 
escalar del otra; entonces 8 x C = 0; asi, A + B x C = 0. 
Si B y C son linealmente independientes, entonces 4 (que 
es perpendicular a 8 X C) es una combinación lineal de 
ByC, por el teorema 38.241). 

38.11 Por el problema 38.10, £ocsl0!, oes una recta 
que pasa por O, o es una plano que pasa por O, o es todo 
el espacio tridimensional 

(a) E =10i. Entonces El = |V V es un vector per- 
pendicular 20) = | V: K cs un vector! y (Ebjl= | W U 
es un vector perpendicular a cada uno de los elementos de 
Eli=106:0w0!=101 

(b) E es una recta que pasa por O. Entonces E = 174, 
r un escalar | para algún vector A diferente de cero. El = 
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| K; P es un vector perpendicular a cada elemento de £ | = 
|V: V es un vector perpendicular a r4 para cada esca- 
lar zl = } V: V es un vector perpendicular a 4) = I V: 
V-A=0i=|V: (V — AA = 0l, Por tanto EL es un 
plano que pasa por O con normal 4, Asi EL = {rB + sC: 
> y s son escalares} para algunos vectores linealmente 
independientes 8 y C, y A es un múltiplo escatar no nulo de 
B x C, por el teorema 38.4. Ahora (Ed)L = |U; U es 
un vector perpendicular a cada elemento de EL} = | U U 
es perpendicular al plano Ed! = |U: U = 0 0 U esun 
múltiplo escalar distinto de cero de B x C } (por el tcorema 


38.4) = | U: U = 0 o U es un múltiplo escalar no nulo de 
Al = tU? U es un múltiplo escalar de A | = | rA: res un 
escalar |. 


{c} E es un plano que pasa por O, Entonces £ = |X: 
X-4 0) para algún vector no nulo 4. El = | V: Ves 
wn vector perpendicular a cada elemento de El = f rA; r 
un escalar } (la misma demostración como para (EL) cn 
la parte (b}). (EL) = | F: V es un vector perpendica- 
lar a cada elemento de El] = | V; V- A = Ol (la misma 
demostración que para Eten la parte (b) ). 

(8) E es Lodo el espacio tridimensional. 
(Et)t = E. 

39.1 Si tomamos x = z = 0 tenemos y = —4 de tal 
manera que (0, —4, 0) EM = | (x. y. z): 3x — 2y + 1z 
= 8I, Por el teorema 39.1 (3, —2, ?) es normal a M y 


El =(0ly 


por tanto podemos tomar P = (0, —4, 0) y V=(3,—2, 
a. 
5j _]2 5! |2 3| 
39.3 (2,3,5)x (5,3,2)= »— 5h = 
esoo (E db 3) 


(9, 21, —9) es normal al plano dado. El plano pasa 
por (J. 1, 1). Por tanto el plano es |X: [X — (1, b, D] -+ 
(9, 21, 9) = O! = IX: X +9, 21, —9) = 31 de 
aquí podemos tomar V =(—9, 21, —9) y r = 3. (Podría- 
mos haber tomado Y Y = (—3, 7, —3) como una normal, 
ental caso r =1,) 

39.5 El plano dado tiene normal (1. —1, —1) por el 
teorema 39.1. Por tanto el plano deseado es LA: [X — 
ü, 2, 3): 0, —1, —D) = 01 y una ecuación vectorial 
para este plano es {X -— (1,2,3)]-(1,—1,—1) = 0. 

39.7 El vector (2, 2, 1) es normal a M y por tanto es 
un vector-dirección para cualquier recta normal a M. L 
= 113,4, T} + 12,2, 1): r es un escolar | es la recla 
normal a M que pasa por (3, 4, 7). Para encontrar el ele- 
mento de £ que también esté sobre M, resolvemos [(3, 
4,7) +1(2,2,1)]:(2,2, 1) =0 y obtenemoss = —L. 
Por lo tanto el punto que deseamos es (3, 4, 7) —(-2,2, 1) 

= (5,2, 6) 

39,9 El plano cuya ecuación escalar es ax + by + cz 
—d = 0 os lx, y, zh ar + by + ez = dl m (y. z) 
(x. y. 2)» (a, b, c) = e), El vector (a, b, c} es normal a este 
plano. Por tanto, una recta normal al plano y que pasa por 
P es | (xo, yo, 20) + ría, b, cX r un escalar}. Para cacon- 
Urar Ja intersección de la recta y el plano resolvemos 
Lixo, yo, 20) + ría, b, c)] - (a. b. c) = d para r: [lxo, yo, 20) 


+ ría, b.c)] (a,b, 0) = (xo, po, 20) (a, b, c) + rlia, b, 
c)» (a, b. c] = axe + byo + czo + ria? +b? + etl 


Por lo tanto 
_ do (zo t byo + e), 
T ato t e) 

Por consiguiente el punto de intersección es 


d — (ato + bys + czo) 
Tapa 


El vector diferencia de P y la imersección es 


(£a Yo, Zo) + fa, b,c). 


(o, Yo, 20) 


3 [e Yo, 20) + 


PETET 
$ (azo + byo + 020) — d 
TR 


— laa + byo E crd) ta, b, a] 


(a, b, e) 
y ta longitud de este vector es 


(azo + byo + c20) — dl 
appa | 


(aze + byo + ez) — 
vette 


|era- 


39.41 M y N son paralelos solamente si hay un vector 
Y que es normal a ambos. Puesto que M N N no es vacia 
hay un punto P que pertenece a M y a N, Por lo tanto, por 
elteorema 38.5, M = 1X: (X — P} V = 0! = N. 

40.1 (G) Si a 0 y x(b,a.0) + yic. 0, a = (xb + 
yc. xa, ya) = (0, 0, 0), entonces xa = ya = 0 de tal mancra 
que x = y = 0. Por lo tanto (b, a, 0) y (e, 0, a) son lineal- 
mente independientes. 

(2) Si bæ 0 y x(b,2,0) +00, e b) = (xb, xa 
+ ye, yb) = (0,0,0), entonces xb — yb = 0 de tal manera 
que x = y = 0. Por lo tamo (b, a, 0) y (0, c, b) son lineal- 
mente independientes. 

(3) Sic 0yx0, cb) + 40,0, a) = lye, xe, 
xb + ya) — (0,0, 0), entonces xe = pe = 0; asi, x = 
D. Por tanto (0, c. b) y (e, 0, a) son linealmente indepen- 
dientes. 

40.3 Por el teorema 40.2, M NN tiene vector-dircc- 
sión 


(231,1) xXx (,1,2 = 


(RAE)... 


Si (x y, 2 E M N N, entonces (x, y. z) - (2,1, 1) = 2x + 
r+z=23y œ ya (l 1, 2) = x + y +22 =0. 
Por lo tanto y = —x —2z y xd 4z =x 
= 2, Tomamos x = 1,2 =—! y tenemos y=} detal 
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manera que (1, 1, —1) E M A N y por tanto M NN = 
(1,1, —1} + r(t, —3, b}: r es un escalar ), 
40.5 Por el teorema 40.4, el plano es 


IX X3 DEEL LOX {11,30 


=1X(X-(,3,0)- (l 3 + J 


=IX[XA—Q,3,1)-3,3,-2)=01 
y una ecuación vectorial es X- (3, 3, 2) = 
3-2 

40.7 Tenemos M = | (x, p, 23: 3x + 2p +47 = 8) y 
N = Hr y, 1): 2x + 3y + åz = 101. Consideremos para 
cada escalar k, el plano cuya ecuación es (3x + 2y + 4z 
— 8) + klx + 3y + 4z — 10) = 0 y concluimos, como 
en el ejemplo 42,7, que él contiene Af f N. Entonces pues- 
12) Eal plano deseado Q, tenemos (15 + 14 
+ K(10 + 21 + 48 — 10) = 0 y encontramos 
que k = —1. Por tanto, puesto que (3x + 2y + 4z — 8) 
— (2x + dy + 42 — 10) =x — y +2=0, tenemos 
Q =li, yzi x= =—21, 

409 Un ponto (x,y,z) EL = i (1, 2, 3) +18, 2, I) 
es un escalar] si y sólo si (x, y, z) = (1, 2, 3) 43,2, 1) 
=(1+31,2 +2,3 +4) para algún escalar /. Así (x, y. 
DEL siyslosi x— t= 3,y—2=2, y 13 
Porto tanto Ax— l)— 3y — 2) = 0 6 w— 3y +4 
0 es una ecuación del plano que pasa por Z paralelo al eje 
z (x — l) — Xz — 3) = D o xiz +8 =O es una 
ecuación del plano que pasa por £ paralelo at eye y; (y — 2) 
— Ur — 3) =0 o y—23 +4 = 0 es una ecuación del 
plano que pasa por L y cs paralelo al eje x, y dos planos 
cualesquiera de éstos se cortan en Z, 

411 


pa 


(23D0-Q 


0= 0-20 0 -4 u 
0-0- O E) 
0=10- 10 0 0-66 
Por ls regla 41.2, ©. O). y O son linealmente independien- 
tes. Por lo tanto, por el teorema 41.5, ©, @, y Oson li- 
nealmente independientes. 
t 0 t 2 2 


Puesto que ©, @, y O son tincalmente dependientes, 
lo son ©, Oy ©. O = 0, conto que O O-(0- 
20) (0 -0)--0-0t0 

Por tanto —(1,2,2)—(1,1,1)+(2,3, 


© 0 -2 4 6 
O — 188 
--«M-==>+4— 21 
O =20+50 0 34 24 
O = © + 20-———— 0-—10—11 
O = 40 — 100 0 0 184 


0.0 yO son linealmente independientes, por tanto lo 
s:00y0. 


© o 1-2 
e—a 
oiis 
@=0-30 o a2 
O = @ + 0—0 
0=20-30 o o 


© , @ y O son linealmente dependientes, luego ©, © Y O 
son linealmente dependientes. (Desde luego, Lres vectores 
bidimensionales son siempre lincalmente dependientes.) 
Puesto que 0= 0 -2(894+ 0) — 30 — 30) 
= 110 — 30 +29, tenemos I(l, —2) — 363, —4) 
+2-1.5)=0, 


De este modo (), 6) y E son linealmente dependientes 
y 20, —3) + (4, —6) + 0(6, —9) = 0. (En efecto, dos 
cualesquiera de tres vectores dados son linealmente depen- 
dientes.) 
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413 
(a O l =l 3 
o— ~ms 
Orii 
OA 12 
0=0-2%0 0 -1 1 


O = 9 + 00 — 31 
O =0 - 40 0—5=14 


0=0+30 0 0 -2 
O = © + 50—00 — 0 ——19 
@ = 20 — 100 o o 


Así O, O, O y O son lincalmente dependientes. Luego 


0= 0 -20- 10-20 
+ 50) = 190 + 30) 
= 20 - 40] + 510 — 20) 
- 1910 + O) + 310 — 20D 
= 679 - 170 — 190 +20, 


tenemos 67(1, —1, 3)— 47(2, —3, 3) — 1M—1, 4, —2) + 

24,1,—2=0. 

(b) © 2 o 4 
a a 
O 3—=3—- 0 
o a E 
0=2M0-0 0 A 
O = 20 - 319———0—=6 —=12 
O = 0 0———0=1—=1 
0=0+30 o 0-36 
O = 20 + O———0—0-=10 
O = 360 — 100 o o 


De este modo ©, O). Oy O son linealmente dependientes. 
Entonces 0 = (8 = 360) — 100), tenemos 
0 = 180 — 50 = 1820 + © — 5/0 + 301 
= 1820 — 0) + 20 - ©)) - 20 — 
30) + 329 - ©) 
= 40 +60 — 100 + 360. 


Por tanto 


o 0, 4) + 6(1, 1, —2) — 10(3, —3, 0) + 36(2, —1, 3) 


(9 

o 1 =l 

YA 23 
O 

o 0 t 
Ce E 

O = 0 + 0703 
0=0-50 o O 

0 =0.+30 0 

Entonces ®© . © , O y Oson linealmente dependientes, y, 


después de algunos cálculos tenemos —2(1, —1) + (2.3) 
+ 0(—1, 2) — SO, 1) = 0. 


(0 
© =i 2 
o— -3—ı 


(O 1 
 _zz———— 4 
0=0-30 o -7 
© = 0 - 0o 
© = 0 + A 
0=70-30 0 o 
0=70+60 o o 


Por tanto O, ©. © y O son linealmente dependientes y 
tenemos 


A1, Y 3, —) + 1,1) + 01,4) =0 


y 

1L, 2) + 43, 1) + 01,1) + 1(1,4) =0. 

41.5 Si A, B y C son linealmente dependientes, existen 
escalares a, b y c, no todos nulos, tales que a4 + bB + 
eC = 0. Ahora bien, en este caso, podríamos. con d = 0, 
establecer aA + bB + eC + dD = 0 donde no todos los 
escalares a, b, c, d son nulos, y tener, en consecuencia, 
que A, B, C y D serían linealmente dependientes contra lo 
supuesto en la hipótesis, 

417 A =(,0,0, B = (0, 1,0), C = (0,0, 1), y 
D = (1, 1, 1) es un sencillo ejemplo posible. 

41.9 Supongamos que tenemos cuatro vectores tridi- 
mensionales. Un conjunto de estos vectores equivale a una 
lista de cuátro vectores en forma canónica, según el teorema 
41.7. El primes vector de esta última forma ha de ser de 
la forma (a, b, c) o (0, a, b) o (0, 0, a) o (0, O, 0), donde 
a » 0. Si el primer vector es (a, b, c), el segundo seré (0, 
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d, e), el tercero (0, O, f) y el cuarto (0, 0, O); estos vectores 
evidentemente son Íinelmente dependientes (problema 
41.4). Los otros casos son semejantes. De aquí se sigue 
que los vectores que aparecen en Ja forma canónica son 
lincalmente dependientes y, por el teorema 42.5, también 
lo son tos vectores del conjunto original, Si hay más de 
cuatro vectores tridimensionales, serán linealmente de- 
pendientes puesto que, conforme a lo demostrado anterior- 
mente, cuatro cualesquiera de ellos son linealmente depen- 
dientes 

En general, n + 1 vectores pertenecientes a un espacio 
n-dimensional son linealmente dependientes. 

41.11 AL igual que en el problema precedente, las con- 
diciones equivalen a: 
¿Existen números w, x, y y z, no todos cero, tales que 


(0,0,0) = (w — ix y Hz wx y aw t Ze 
+32 
= wil, 2 DÁ 
41119 


—1,) +L ü+ 


Como cuatro vectores tridimensionales son siempre lis 
nea lmente dependientes (problema 41.9), es posible encon- 
trar dichos números x, y, zı w. (La aplicación de los méto- 
dos operativos indicados en esta sección nos llevan a w = 
-Lli=-—4 y=5y2=-3) 

En general, dadas z ecuaciones con las variables x., xo, 

y Angle la forma aixi +a + Ona + ga 
Anti = 0, cxIsten RÚMICTOS 31, X2» <- Xap yu MO LOCOS CETO, 
que satisfacen simultáneamente, las n ecuaciones, (Las 
ecuaciones de la Forma axi + axi +... + anxn = O 
reciben el nombre de “ecuaciones lineales homogéneas”; 
el polinomio aix: +a + - + axa es “un polinomio 
lineal homogéneo“. Homogéneo significa que todos los 
términos son de un mismo grado; “lineal? significa que 
el grado de dichos términos es, precisamente, ).) 


acia, puesto que OE M y 


(b) Af NIN es un conjunto de vectores n-dimensio- 
nales, puesto que M y N son conjuntos de vec- 
tores n-dimensionales. 

OS XEMNN y FEMNN entonces 
aX +bY€ MfN para los escalares a y b. 
Demostración. Supongamos que X € M f N. 
YE MNN. Emonces, YEM, XEN. 
YEM y YEN. Como M y N son espacios 
vectoriales, aX + bYE M y 0x4 or E 
N para todos los escalares ayb. De aquí. aX 
+ YEMA 

Portanto, M£ fN esun espacio vectorial. 

42.3 Sea Q= XX = Y +Z para algún elemento 
Y de M y algún Zde NI, 0E Q puesto que 0=0+0, 
y Q es un conjunto de vectores dimensionales ya que la 
suma de vectores m-dimensionales es, a su vez, un vector 
n-dimensional. Supongamos que AiE Q y VEQ. y 
que a y $ son escalares. Debemos probar que aX1 + bA: 


E€ Q. Xı= Yı +Z, para algún Y, EM y algún 
ZIEN;NXe— Yo + Z: para algún Y, EM y algún 
ZEN. Como M es un espacio vectorial, aY: + bY: 
€ M; como N es también un espacio vectorial, aZ; + 
bY: En. Entonces. (aY + bY?) + (aZ + bza E Q 
Ahora bien, (aY, + bY:) + (aZ, + bZ:) = a(Y i + Zi) 
+ Y: 4 Z) = aX 4 + bX. Por tanto aX, + bX E 


42.5. 
o A S. 
3 —-1—-0 
a E E 


0= @ - 30 0—=5—=3 
0=0+0 0.503 
0-0+0 o 0o o 


El espacio generado por I(l, 2, 1), (3, L 0), (—1, 3, 2)! 
es también generado por { (1, 2, 1), (0, 5, 3), (0, 0, 0) 1, 
conforme al teorema 42.8, El espacio generado por t (1. 
2, 1), (0, 5, 3), (0, O, 0) 1 es también generado por | (1, 
2. 1), (0, 5, 3)! puesto que cualquier combinación lineal 
de aquellos cs, a su vez, combinación lineal de éstos. Por 
otra purte, (1, 2, 1) y (0, 5, 3) son linealmente indepen- 
dientes: por tanto, I(l. 2. 1), (0, 5, 311 es una base. 


427. 


o PA a yl 
o y 1 2 i 
O— a 
0-0- E E 
0=0-20 0 0 -5 R) 


Asi 10,1,2, 1) 0 4.2 0, (1,3, 
base del espacio vectorial generado por | (1, 1, 2, 1), 
(0, 1,2, 4), (1, 3, 1, 2)) (Acabamos de demostrar que 
los vectores dados son linealmente independientes .) 
2900 M= y. 2) x y=0y dy +2=0) de 
modo que Af es un conjunto, no vacío de vectores tridimen- 
sionales. Supongamos que (xi, Ji, z) € M y (0, Ja 22) 
EM. Entonces xı — yı = 0, x: — O, De aqui, a(x ı 
— pi) + ba — y) = (axi 4 ba) — layi + by) 0) 
También Iyı + 21 = 0 = 29 + z: por tanto a(2yi + 
Z0 ble + z) = Mari + by) + (azi + bz) = O. 
De donde (axı + bra ay, + byi, azı + bzi) = alx i, yi, 
20) + bx, ya 20) CM. 


L. 2) | es una 


M = li. p. z): t, yr) (l, L, 0) = O, y (x. p z) 
(0, 2, 1) = 0) = i —1,0) x (0, 2, 1): 7 escalar | 
= Iri—1,—l, 2) r escalar |, Puesto que M está formado 
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por máluplos escalares (combinaciones lineales) de (1. 
— 1, 2), y como tado vector no nulo es linealmente inde- 
pendiente, | (—I, —1, 2)! es una base de M. 

42.11 Supongamos que $ no es base de M4. S no genera a 
M y, en consecuencia, los elementos de $ no pueden ser 
linealmente independientes. Por tanto, hay algún elemento 
A de S que es combinación lincal de otros elementos de $- 
Esto significa que toda combinación lineal de elementos 
de S es una combinación lineal de elementos Sai A | 
Entonces, M es generado por S Y° HA l, que cs un sub- 
conjunto propio de S. Tal resultado contradice la supo- 
sición hecha que S es un conjunto minimal que genera a 
M 


42.13 Supongamos que M y N son espacios vectoriales n- 
dimensionales. Como B es una base de M y M C N, en- 
tonces 8 es un conjunto linealmente independiente de vec- 
tores de M; abora bicn, o 8 gencra a N o no lo genera. Si 
B genera a N, entonces B es también una base de 
N, y C =8 les decir, BUD = B es una base de N). 
Si B no genere a N, entonces existe algún elemento 4 1 de 
N que no es combinación lineal de elementos de B. 8 U 
14 11 ès un conjanto de vectores linealmente independien- 
tes de N; este conjunto O genera a W o no lo genera. Si 
B U lAs! genera a N, entonces es base de N, y será C 
= lAl si B Y 14,l no genera a” N, entonces con- 
tinuamos añadiendo elementos al conjunto. En cada paso 
obtendremos un conjunto BU | 41, 42,..., Aml de elemen: 
tos linealmente independientes de N. Este proceso ha de 
concluir al cabo de » pasos o menos, ya que no puede ha- 
ber más que » vectores linealmente independientes en un 
espacio n-dimensional. 


43.1 5 7 
7T 5 


43.3 (a) T(1,0, 0) = (1,0) 
T(0, 1, 0) = (0,0) 
T(0,0,1) = (0,0) 


b) T(1, 0, 0) = (0, 0) 
T(0,1,0) = (2,0) 
T(0, 0, 1) = (0, 0) 


la matriz de Tes 


0 0 
20 
o 0, 


© T(1, 0, 0) 
T(0, 1, 0) 
T(0, 0, 1) 


“y T(,0,0) = 
T(0,1, 0) 
T(0,0, 1) 
Entonces, la matriz de Tes 
100 
0.00 
o 0 1 
de) T(1,0, 0) = (0,0, 0) 
T(0, 1, 0) = (0,1, 0) 
T(0,0, 1) = (0,0, 1) 


Entonces, la matriz de Pes 


0.00 
010 
001 


h T(1, 0,0) = (0, 0, 0) 
T(0, 1,0) = (0,0, 1) 
T(0, 0, 1) = (0, 1, 0) 


Entonces, le matriz de Pes 


0.0.0 
0.01 
9 10 


43.5 Sx, y, 1) =(2—) + z, 3x + y — 22). por tanto, el 
codominio de 5 es un conjunto de vectores bidimensiona- 
des. 

Srs, y. z) + sa, v, W) = Sr + su, ry -+ sv, rz + sw) 
= die + sn) — Gy E sv) + (rz + sw), 3x d ouh 
dry + sv) ez + sw)) 

=x- ytz 2 Huv uy 
— 2w) 

S(x, y. 2) + 5S(u, v. w) 

Por tanto, $ es una transformación lineal 


50,0,0)= (1,3) 
GLD 
2) 
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43.7 En todos los casos T es una función de un espacio 
tridimensional hacia un espacio tridimensional, de modo 
que basta probar que T conserva las combinaciones linea- 
les. 


(a) T no es linea) puesto que 
T((0, 0, 1) + (0, 1,0)) = F(0, 1, 1) = (0,1, 0) 
pero 


T(O, 0, 1) + T(0, 1, 0) = (0, 0, 0) + (0, 0,0) 
= (0,0,0). 


(b) T((z, y, 2) + alu, v, w)) 
= Trz + eu, ry + av, 12 + sw) 
= (pz + su) + (ry + av), (ry + s) + 
(rz + sw), (rz + sw) + (r£ + su)) 
riz +mytze +r) tauet ov tww tu) 
rT(a, y, 2) +oT(u, v, w). 


Por tanto, T es una transformación lineal cuya matriz es 


10 1 
e DRA 
aL 1 


(e) T noes lineal puesto que 
270, 1,0) = 20,2, 0) = (0, 4,0) 
po 
T(2(0,1,0)) = T(0,2,0) = (0,3,0) 
(0) Tiela, y, 2) + slin 0,10) 
= Plrx + su, ry + 80,72 + 80) 
= (rx + su) + 2(ry + w), 3(1y + s), 
lru + wo) F (re + sud) 
= r(x + 2y, 3y, 2y + 2) + alu + 2v, 3v, 2v + w) 
=>Tla y 1) + 8T Cu, vy u). 


Por tanto, Tes lineal, y la matriz de Tes 


100 
232 
0 0 1 


43.9 (a) Para encontrar la matriz de T es necesario encon- 
trar previamente 7(1, 0) y TỌ, 1). 


© NS E R 
$ -1 2 3 0 -2 1 
0=0+30 07 13 1 -4 4 
0=10 01 A 4-$ 9 


o=0-0 30 4“ 3 
o-10 1.0 


LO 
H + EX 


De O y O obtenemos 7(1,0) = (4t, fr Hs A) y 
T(0,1) = Ah 4,9) 


Entonces, la matriz de Tes 


E * R z) 

E E E 

t) © 211 3 -2 
© 313 2 1 
[o] e E O | 
0=0-38 01 0 $ -2 
O0=0-0 110 4 -3 
0=0-0 100 -1 -1 
O0=0-0 001 0.2 


De®, O, y O obtenemos la matriz de T: 


-1 =i 
Ba 
0 2, 

(£) Supongamos que T cs una transformación lineal. 
Como (—1,0, —2) = (2, 1, 1) — (3, 1, 3), tenemos que 
1,0, —) = NG 1, D— G, 1, 3) = 70,11) 
= TG.1.3 = G, —2)— (2, 1) = (1, —3) pero también 
sabemos que 7(=1, 0, —2) = (—1, 1). Por tanto, T no es 
una función y, cn consecuencia, no puede scr wna trans- 
formación lineal. 


43.11 Sea A 
(Gs 3) 
Arm Anz, 
Entonces, 


Tte, y) = (le, y) (Ars Aaa) (2, y) (Aua 43,3). 
Por tanto, 
Ta yh = (2 y) Ann Aaa). 


Sire, y) + alu, 0)) = Sírz + su, ry + w) 
= Tô + au, ry + w)s 
5 (rz + mi, ry + sv) {Ais Aza) 
(ra + su)Ai + (ry + 60) 42,2 
ri(s 1) (Arn 43,3) + elfu v) (Ana 42:)) 
= rT (z, y) + T(u. v)a 
=18(2, y) + 85u, 1). 
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Con lo que 5 es una transformación de un espacio bidi- 
mensionai en un espacio de una dimensión. 


S(1, 0) = T(1,0); = (1, 0) {Ann Aza) = Ara 


S(0, 1) = TO, De = (0, 1): (Ar, A21) = Arz 


Entonces, la matriz de $ es 


E 
Ana 

43.13 (a) T es una función cuyo dominio es el conjunto 
de todas los vectores tridimensionales y cuyo codominio 
es un conjunto de vectores tridimensionales, Para compro- 
bar que 7 conserva las combinaciones lineales, haremos: 
Tiel, y. 2) + slu, v, w)) = Tx + su, ry + sv. rz + sw) 
= (217x + su), 277 + sv]. 24rz + sw)) = r(2x, 2y, 22) 
+ Su, 2v, 2w) = T(x, y, 2) + Tu, v, w): 
Ahora, 


T(1, 0,0) = (2,0, 0), 7(0, 1,0) = (0, 2, 0) y 
T(0, 0, 1) = (0,0, 2), 


con lo que la matriz de Fes 


2 0 0 
020 
o 0 2 


(b) Cualquier vector (x, y). al rotar un ángulo 7/2 
se transforma en el vector (—y, x} Por tamo, Tx, y) = 
yx 


T conserva las combinaciones lineales puesto que T((x, 
+ oda, Y) = TEx + su ry + 5) = (— y +9» 
rx + su) ly, xd + ai a) = rT yh + Tiu, v). 


Ahora, T(, 0) = (0, 1) y TO, 1) = (—1, 0), con lo que 


la matriz de Tes 
0 1 
-1 0 


(También podríamos, trabajando con números compie- 
jos, multiplicar por ¿ = (0, t). Entonces F(x, y) = (x. y) 
(0, 1) = Ey x).) 

(e) Sea U (6 ) el número complejo de longitud 1, 
y cuyo ángulo es 6, Emonces U(8) = cos f, sen 0). Su- 
pongamos que T está definido por Fẹ. y) — (e yJU (8) 
= dx, y) (cos, senB) =~ (x cos — y send, x send + 
y cos 8). Para todo vector (x, y) la longitud de F(x, y) es 
la longitud de (x, y) multiplicada por la longitud de U(8 ); 
por tanto, la longitud de Fix, y) es la misma de (x, y). Ade- 
más el ángulo de T(x. y) es el ángulo de (x, y) más el ángu- 


lo de U(8). Por tanto, Tlx. y) es el mismo (x, y) que ha 
rotado un ángulo 0. 

Probemos que F es lineal: T(r(z, y) +s(u, 0)=[r(x, y) 
+ sdu, o)]U (0) = ría, y) U(O) + atu, »)U(8) (tal como 
se probó para los números complejos) = rTlx, y) + T(u. v). 


Ahora, T(l, 0) = (cos 8. seng) y TO, 1) = (—senó, 
cos 6 ); por tanto, la matriz de F es 


cos 0 e) 

—sin Ó cosó, 
441. 
(a) 
o 1.0 Hnt 
0 a A G S 
©=0-20 -2 1 0 HD 


Entonces, una base del espacio nulo es (2 y una base del 
codominio es | (1, 1), (0, —1) |. 


(b) 

o 1.0.0 1 2 =l 
e— 0—I—0 3—1—1 
G— 0 0 21 yaa, 
O = 0 + Y 1-07 12— 0554, 


Por tanto, una base del espacio nulo es 1-2, 1, 1) |, y 
una base del codomimoes (1,2, 1), (0, —3, 4) i 


(e) 

© 1.0 1 3 1 
Y 0-18 a 
0=0+0 del 0.86 D 


Entonces, una base del espacio nulo es (3 y una basc del 
codominio es KI, 3, 1), (0, 6, 0)i 


(a) 
lo] 1 o. 0 CAE 
er 0——1—-0 ——3—-2: 


a ll a 
0 = 30 — 29 3—=2—0— 0 —=r1 
0-20-0 N E e 
©=50-0 16 —10 -2 0 0 
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Entonces, una base del espacio nulo es 1(16, —10, --2) | 
y una base del codominio es 1(2, 1), (0, 5) |. 

44. 3Puesto que el dominio de F es el espacio tridimen- 
sional, la dimensión del dominio de F es 3. Como el co- 
dominio de T es un espacio bidimensional. el rango de 
Tes 2. Entonces, conforme al teorema 44.4, la nulidad de 
T es l, es decir, una recta 

44.5 Puesto que una recta es de dimensión 1, la nulidad 
de T y el rango de T' son iguales a L. Por tanto, conforme 
al teorema 44.4, la dimensión del dominio de Tes 2 

44,7 Sea TU, 5, 2) = (y. z, 0). Entonces, T(1, 0, 0) = (0. 
0,9), TIO. 1.0) = (1,0,0) y 710.0, 1) =(0, 1,0) Por tan- 
do, el cociomnio es el conjunto de todas las combinaciones 
lineales de (1, 0,0) y (0, 1, 0), es decir, el plano xp; el espa- 
cio nulo es el conjunto de todas las combinaciones lineales 
de (1, 0, D), esto es. el eje x 

44.9 El conjunto E + F=1X+Y:XACE YE Fles 
un subconjunto del m-espacio puesto que la suma de dos 
vectores nr-dimensionales es un vector m-dimensional. Su- 
Pongamos que Zi C E + Fy Z€ Ed F Emonces 
Zi = Xi + Yı yZı= X: + Y para algunos Xi, X: E 
E y algunos Y 1, Yı © F Ahora bien (Zi + sZ: = r(X 1 
HYY HX H O HEY, H sY), 
Como E y F son espacios vectoriales, se tiene que GXi + 
SAY E Eyiyi + sYa EF. Por tanto, Zi 4 sZ: es 
una suma de an elemento de £ con un elemento de F: con 
lo que (Za + sZ) EE + F. En consecuencia, E + F 
es un espacio vectorial, (Véuse el problema 42,3). 


44,11 Sca E el espacio nuld de F, supongamos que | Vi, 
Va, .., Vy ) es una base de Z. Entonces, existe un conjunto 
de vectores | Wi, Wa, Wy | tal que { V, Va. , Val 
U Wai, Wa..., Wi Hes base del espacio m-dimensional. 
Obsérvese que £ + f = m., Sea F el espacio generado por 
IW. W3 1, Evidentemente E N F =101,E + F 
espacio m-dimensional, y le dimensión de 
= m-nulidad de T = rango de 7. 

Falta aún probar que si Y y Y son elementos distintos 
pertenecientes a F, entonces F(X} >é TIY). Supongamos 
que T(X) = TY), entonces, FON - F(Y) = 0, con la 
que TIX — Y) = 0, Ahora bien, X — Y 0, y X— Y 
EF: por tanto, EN F10 |, 


EE Ed 
EE E 
Ro oo 
o 
(0-65 
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(6) G X 1 NeR o) 
ISINE 17 0 0 
45.3. (a) 6 JE 5 9) 
3 5/8 17 Ao n 
(b) E EA A 
3 1A3 5 -(5 a 
() CNDS 
3 5/\2 E) 13 34 
(d) 1 3) 2Y_ (10 17 
6 JG JG 29. 
9) e 0Y/c 0) _ fa 0 
C 2 a= (5 62) 
455, (a) ( 0 ne 0 °) ( 0 °) 
o 1 ojo 1 0j=[(0 1 0 
o 0 1/0 0 1 o 01 
(b) PEDER 9 o 0 
020 èro- n :) 
o o 3/0 0 5, o 015 
(e) T08 5 
0 1 Ojja e jj=[lde 7 
0.01 hj, h j 
o Ner a boe 
de TORGE 
h GINO 0 1 hoj 
45.7. (a) G 1 1/3 ') 
14 01 jf1i=( 8 
2.1 -2 de (5 
1 
13 ST a 27 
MAA 
1-1 
2 1 
00234 5 a 2 |=(a3 21) 
1 
1 2 
1 
(13 »( )-e -8) = X. 
-1 
459. 
(Tol, 0-1 D= 
eo -1 Df1 2Nf1 -r 
2: 3 
A qe D 
1-1 
O A -=e -9 
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45.11 (Ro $)o T = Í ix, w): para algún y, (x, y) ET, Q, 
WE ROS | = + ix. w): para algún y, (x, 9 € T y algún 
Lo DESye WER |= (x, w) para algún z y para 
algún y, la DET, YDES, (e, MER | = | x, w): para 
algún z, (x, DES of, (2, WER | = RoS oT). 


45.13 Supóngase que R es transitiva y que (x, NER 
oR. Entonces, para algún y, (x, NER y O, DER por 
definición de composición. Por tanto (x, z2) ÆR puesto 
que Res transitiva, con lo que R © RCR. 
Supóngase que ROR C R, que ix, y) E R y que (y, DE 
R. Como existe un y tal que (x. 4) E R y que Q. D E R. 
entonces (x, € R OR por definición de composición. En- 
tonces, (x, zR puesto que RORCR.Por tanto, R es 
transitiva. 
46.1 (a) fes inyectiva (uno a uno), porque si y = 2x + 1, 
y y = 2z + l, emonces 2x + 1 = 2z + 1, con lo que 
x 
J es sobreyectiva porque, para todo número y, 


Go 


(b) f no es inyectiva, porque A2) = 4 = 1-2) 
J no es sobreyectiva, porque no existe un número 
x tal que flo) = ~t 


(e) f no es inyectiva, porque tamo (}/ v7, 1/4 2) 
como{ 1/47, 1/42) pertenecen a f. 
J no es sobreyectiva, porque no existe un número 


x tal que (x, — DEL 


e, 


ab 


(d) fes inyectiva, porque xy = 1 y zy = 1, entonces 
x=l/j3=2 
{$s sobreyectiva, porque, si y340, entonces (l/y)y = b, 
con lo que (Y y. VE f- 


(E) f no es inyectiva, porque 3| = | —3|, con lo que 
IES ADE 
f no es sobreyectiva, porque no existe an número 
x tal que] x] = —5. 


(1) fes inyectiva, porque, si y = x? y y = z’, enton- 
esx =z 
f es sobreyectiva, porque (p13, y) © / para todo 
número real y. 


463 Jı = { (0, 0), (1, 1), (2,2 
A = (0 0, 1,9, 2,1) 
Ja = (0, 1), (1,0), (2, 2) 
A = (0, 1), (1,2), (2,0) 
10, 2), (1,0), (2, > 


} 
I 
) 
j 
t60, 2), (1, 1), £2, 0)) 
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ho h h 


Obsérvese que 


= fa fs 
=h y 


do 
Wief 


46.5 Sca funa función definida por fx) = x + 1 six< 0, 
y) =x — 1 si x 20, f está definida para todo número 
real, y para cada número real p existe un número real x 
tal que fi) = y (si y < 0, entonces x = y —l.sip20, 
x = y + 1). Por tanto, f es sobreyectiva pero no es in- 
yectiva porque (=}) = p= JG). 


Sea g una función definida por glx) = x — ! si x< 0, y 
80) = x + I sì x ÈO. Si x< 0, entonces x —1 < O, con 
lo que Ago) = Ax — 1) = (1) 4d w six 20, en- 
tonces x + 120, de modo que fig(e} = Ax + 1) = (+ 
1) —1 = x. Por tanto, g es una inversa a la derecha de f 


Supóngase que existe una función A tal que A (Ax)) 
= x para todo x. Entonces A(/(4)) =hí—3) = 4. Ahora 
bien, h(f(—3))=h(—4)=4 7-3 . Por tanto, f no tiene 
inversa a la izquierda, 


46.7 Supóngase que g es una inversa a la dergcha de f. 
Entonces, para todo xEX. f (g (x))= x, Asi, x pertenece 
al codominio de f para todo x€, con lo que f es sobre- 
yectiva en Y. 

Supóngasc ahora que fes sobreyectiva en X. Para todo 
y EX existe algún x tal que flx) = y Puesto que es 
posible que para algún y exista más de un x, escójase 
únicamente an x para cada y: exprésese dicha x por y" 
Seag=| (y, y"): y E Xj.Ahora bien, g es una función 
sobre X porque, para cada EX, existe uno y solamente 
un y* Para todo x, ftgtx)) = f(r*) = x. Por tanto, 
g esuna inversa a la derecha de f. 
46.9 Sea R una relación transitiva. Supóngase que (e, ) E 
Rory dy, JER entonces, W, ER y E, ER. Por 
tanto, (z, x) ER puesto que R es transitiva. Entonces, 
tx, z} ERA, con lo que R=1 es transitiva. 
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46.11 La matriz de $ OT es 


2.3 4/1. 2 1 
2 +! 1 53 
E 1 2-3 5 4 


y la matriz de TOS es 


AE 2 1 2 3 4 Ea 
5 -8 -6 2 1 1]=(f0 1 0 
—3 5 4f N-i $ 2, CIAT 


Para todo vector tridimensional (x, ». zk 


100 
(ST y) = yD 1 D)- 6002 
00: 


Por tanto, So T=T0S = 1, con lo que $ = P-4, 


47.1 Sen T el operador lineal tal que M (7) = A. Entonces 
MINIMO) = MIT 01) = MUOT) = MIMO) 
= MAT). Por anto M(1)4 = 4M(1) = A. Ahora bien, 
MQ dij es la pésima coordenada de U; , el /ésimo vector, 
con lo que M U Xj: 


Osii 

= De donde, M |); =5¿¡. y, €n consecuencia 
Lsii = j 

M() = ô., Portanto, 8A = AÔ = A. 


47.3 Sca T el operador lineal tal que M (7) = 8, como 8 
no es singular, las filas de 8 son lincalmente indepen- 
dientes. De ahí, el rango de T es igual a la dimensión del 
espacio y la nulidad de T es cero. En consecuencia, F no 
es singular, y, entonces, M(T'=1) = B-1. Es decin, 8 tiene 
un inverso B-t, y podemos multiplicar 48 = ĝa la derecha, 
por B=1 para obtener ABB=1 — ¿B-1. Ahora, ¿BI = 
B~ según el problema 47.1, con lo que ABB ~ = 4 
B=, Del mismo modo, ÁTIAB = AÈ de donde 8 
An 


47.5 Existen operadores lineales no singulares T y S tales 
que M (T) = B y MÍS)= A. Por el teorema 46.7, To $ cs 
un operador lineal no singuiar y M(T o8) = M(S) 
M(T) = AB. Más aún, ToS tiene un inverso 
oS) = $ o T- y MUT o SJ") = MS o 
T=) = M(T-}M(8-) = Bo A-I. conforme al pro- 
blema 47.2. Ahora, MITOS) M UT OSI") = MKT 
OSy 10 (F o 5)) = MU) = 8 : de donde, (ABXB-' 471) 
=ġ , con lo que 87' A~ es el inverso de 48. (AB)! = 
BA 


23 


1 
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90 — 50 
O=240 


®- 20 


O = 0 A > a O, ES SE EEE a.: 


© 
® 
0=50-0 
0-0-20 


(b) 


De los renglones (1), O) y O obtenemos 


47.7. (a) 


-e 


po 


De donde 
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te) 

os 

3 

O= 0-30 2 
© =70- 20 5 
©= -40 H A — Ye 00 A 
e= o Q 
D- 1 0 

47.9. 

G t 0—0 Dl 
Oj (i l 5 ea bag 
rm 00 U—2—1 
0=0-09 1 Er 1 0 0 
@=-0-39 3—1 3 0=1I71 
0=0-0 3120 AS 
0=3' 1 =} -4 9. 10 
=0+0 -2 4 ES 0 0 t 


De los renglones @, G) y () obtenemos la inversa de 
la matriz dada. De donde, 


1 0 —-1 
eso =i00( 1 -¿-3 

Sa Ee 
=(a+b=2% — =H+de  —e— 4b+30). 


Asa at+b=2%, y=-Hz+d 
y 2=-a-bb+do 


47.11 Sean T y S operadores lineales tales que MIT) = B 
y MiS) = A Puesto que AB = MIS)IM(T) = MiTo 
5), To S mo es singular, con to que el espacio nulo de 


Tos = (0). 


Probemos que F y S no son singulares: Si S es singular, 
entonces existe un vector Ca 0 en el espacio nulo de S 
Por anto, SIC} — O. de donde (70 $} (C) = TISCH = 
F (0) — 0 y C está en el espacio nulo de 70$ Ahora bien, 
el espacio nulo de 7.0.5 = 16 |, con lo que 5 no es singular. 
Futoness, $ es myectiva. Supongese ahora que Tes singu- 
lar Entonces existe un vector X 0 en el espacio nulo de 
ESIY) — Y para algún Y 0 puesto que $ es inyectiva 


Entonces, 0 = T(X) = TS) = (TOS) (Y). con lo 
que Y está enel espacio nulo de TOS Tal resultado es con- 
tradictorio: por tamo T no es singular 

Como $ y T no son singulares, tampoco lo son M(S) = 
Ay MM) =B. 
48.1 Aplicando el corolario 48.4 encontramos la matriz 


de la función coordenada ((2, 4), (0, —1)) como la inversa 
de la matriz A i} 
o 1 
0. Anai 
0.1 0-1 
ta O 
901 0 1i 


Por tanto, las coordenadas de (2. —3) respecto a (01, 4), 
(0, --1))son las coordenadas de 


1 4 
(2 -a( J- (2, 11), 
o —1 
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es decir, (2, —3)ı 
bar, vemos que (2,—. 


2 y el2, —3)a= 11. Para compro- 
= 21,4) + 11(0,—1 


48.3 1 0 0 Si 2 1 
0 1 0 -l 10 
0 o 1 a AE 3 
Lag: eT 1 00 
1-2 —1 0 10 
0 1 1 0 01 


ia a 
Dedonde, e(l, 3, 1) = (13, 1D ([1 -2 -1 
o 1 1 
= (4, —10, —5). 
48.5 Tomando 1(1, 2, —1), (0, 1, 0), (0, 0, 1)/ como 
base del espacio tridimensional calcutamos la inversa de 


1.23 =f 
0 1 0; 
oo 1 


1 00 DA EE 
0 10 0 1 0 
0 01 909.0 l 
1-21 10 0 
1-21 
y encontramos que (O 1 0Jesla matriz de la fun- 
o 0 1 


ción coordenada c respecto a ((1, 2, —1), 0, 1, 0), (0, 0, 1)). 


-2 r 

De | 1) y eoo) lo que la variedad 
0 1 

lineal dada tiene las ecuaciones no paramétricas 


la 1 
(A (1,0, »( h- 0 (X-(1,0,1) ()}- 0. 
1 


Para X = (x, yo z) estas ecuaciones pueden reescribirse 


y 420 20 

48.7 1.0.0 121 
0 1 0 013 
0 0 1 001 
0. 1-3 010 
1 -2 5 100 


1-2 5 

Por tanto,(0 1 —3 |es la matriz para la función 
9. 0.1 

coordenada respecto a (tl, 2, 1), (0, 1, 3), (0, 0, 1). 

Aplicando el teorema 48,7 con k = 2, encontramos que 


5 
(X — (0,0, 1)) (-) =0 
1 


es una ecuación no paramétrica de la variedad lineal dada. 


48.9 Puesto que la matriz de la función coordenada res- 
pecto a ((t, 2, 1, 1), (1, 3, 5, 0), (0, 1, 3, 1), (0,0, 0, 1)) 
es 


entonces, una ecuación no paramétrica de la variedad li» 
neal dada es 


11 
=F 
X 2 =0 


1 


k 
48.11 Supóngaseque M ={X: X= A+ D nv 
jimi 


para algunos escalares 71, ra, rg l, donde Pi, V, 
V son vectores m-dimensionales linealmente independien- 
tes, Sea ¿Y el subespacio generado por | V', V3.. y | 
Entonces, M = IX; X = A + V para algún elemento 
V de N | tal como se probó en el problema 48,10. 

Para demostrar que N = | X: X =Y —Z para algunos 
elementos Y y Z de M): supóngase que X EN. Enton- 
ces, A + X EM. Puesto que A es también un elemento 
de M, X = (4 + X —ACI X: X — Y —2 para algunos 
elementos Y y Z de M |. Supóngase ahora X C {X -X — 
Y -- Z para algunos elementos Y y Z de M 1. Entonces, X = 
Y — Z para algunos Y, Z € M. Y =A +VyZ =A +U 
para algunos V, U È N. Entonces, X = (4 + H) — (4 + 
Y) = V — U con loque X Œ N. Portanto, | X; ¥ = Y — 
Z para algunos elementos Y y Z de M] = N y es, en cone 
secuencia, un cspacio vectorial. 

48.13 Como M no cs vacío cxiste un vector A en M. Sea 
N =t VV = Y — A para algún Y E M i. Si N es un es- 
pacio vectorial, entonces M = | Y-Y = 4 + V para algún 
V EN es una variedad lineal, según cl problema 48.10. 

Para demostrar que M es un espacio vectorial supónga- 
se que Y, y V; están en N. Entonces Vi = Y ¡— A y Yo 
= Y: — A para algunos Y, y Y: de M. Como Y 1, Yi y 4 
estánen M. 


s s s 

cias ASI A 

(e ( DA + 
s 
PC ire aa 

+( +) Ja ir a) 
pertenecen a M para cualesquiera escalares r y s (supuesto 
F + s 74 0). Por tanto, mediante unas cuantas operaciones 
algebraicas vemos que r(V¡ —4) + (Y. 44) + A está 
en M con lo que (Yı —A) +s(Ya —A) = PV 1 + sV estå 
en N. Hemos demostrado que, con la suposición deque r + 
s 72 0.si Vi y Vz cstán en N, también lo está rV, + sV: 
Supóngase ahora que r +- s = 0. Sir = s = 0, entonces 
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IVi +s = 0y0 € N puesto qued = A — AY ACM 
Sir 0 y r +s = 0 entonces s = —r y tenemos que de- 
mostrar quer Y, —r V: EN. 

Puesto que r p£ 0,7 + 07£0,0 + (—11 x 0, tenemos 
quer Y, + OVE Ny OV, + (AVEN. Ahora bien, 
1640 +1 (rv) EN porque 1 + 170. Por tanto, 
m—rEN 

En consecuencia, Y es un espacio vectorial y, entonces, 
M cs una varicdad lineal. 

49.1 (a) El sistema dado de 2 ccunciones homogéncas 
con 3 incógnitas es equivalente a las ecuaciones vectoriales. 
6, 3,2): (X, Y, Z) =0 
(1,0, —7)-(X, Y.Z) = 0 
y el conjunto de soluciones es M = X (5, —3, —2) (X. 
Y, Z) = 0 y (1,0, —7)- (X, Y, Z) = 01, Se nos pide encon- 
trar una ocuación paramétrica de M. Como los vectores (5, 
—3, —2) y (1,0, —7) son linealmente independientes pode- 
mos aplicar el teorema 49.3. Tomando { (5, —3, —2), (1,0, 
—T), (0, O, 1)} como base del espacio tridimensional en- 
contramos la base dual: 


Y 1 00 — 5 3 2 
0 — 1 0— 1— 0 27 
[o] 0.0 1 0.0 1 
Q=0+719 0 1 7 1 0 0 
O = ©- 5Q— 1536 —0—=3 =2 
0=0+20—1 =33— 0=3 0 
0=340 -} 4 u 0 1 
La lectura de las columnas de la parte izquierda (0b- 
sérvese previamente que las filas se han de tomar en el 
orden DO O), nos dice que {(0, —3,0), (13, 0, (7, 
11, Df es la base dual. Puesto que k = 2, | (7, 41, 1) 
es una base dual de M y X =r(7, 11, 4) es una ecuación 
paramétrica de M. Esto es, los números x, y y z satisfa- 
cen las ecuaciones dadas si y sólo si x ="r, y =Ílr, y 
z =r para algún escalar r. Más sencillamente aún: x, y y 
z satisfacen las ecuaciones si y sólo si x =7z y y =1lz 
(Aunque existen métodos para calcular esta respuesta más 
rápidamente, se nos había pedido utilizar los métodos de 
la sección 49.) 
(b) Primero utilizamos el procedimiento de la forma ca- 
nónica para averiguar si (2, 3, —1), (6, —5, 2), y (38,1, 1), 
son linealmente independientes: 


o 2 3 
NA PS 
PA 38 1 —1 
0=0-30 0-14 5 
O = 100) - @~ 0 -—96 —=20 
O0=10+0 0 0 0 


SE 
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Por tanto, los vectores dados son dependientes y el espa- 
cio generado por ellos tiene por base |(2, 3,— l), (0—14, 5) } 
Por el teorema 49.4 el problema se reduce a encontrar una 
ecuación paramétrica de M = AX + Q, 3, —1) =0 y 
X < (0, —14, 5) =01, Tomando [(2, 3, —D), (0, —14, 5). 
(0, O, 1) } como una base del espacio tridimensional cal- 
culamos la base dual: 


OA 0— 0—2— 81 
O———————— 0— 1— 0— 0=14—5: 
o 0.0 1 0 01 
0 = O + O0———1—0-—1— 2—3— 


O = 140 + 39 ———-14—- 3 —14—28— 0-15 
O = O ~ 159 ———14—3—1—28-—0—0 
O = 140 — O——— 0—3—15—0—42— 


0-20 Y -h 1 0 
O= 40 0- 4 0 1 


Entonces, una ecuación paramétrica de M cs X = ri, 
dí, b). Esta ecuación puede expresarse también como X = 
s(—1, 10, 28). En términos de las coordenadas (x, y, z} 
de X la solución es X= —s, y = J0s yz = 285 para 
algún escalar sío y =—10x y z = —28x). La solución debe 
verificarse, por supuesto, mediante la sustitución en las 
ecuaciones dadas. 

49.3 Se nos ha pedido encontras una ecuación paramétrica 
del conjunto M =[X:X-(—1,1,3) =1y X (1, —1, 2) 
= 2 |. Utilizamos primero el lema 49,7; 


o aet i 1 3 1 
rej 


0=0+0 0.05 de 


Por tanto, M = [X : X; (—1,1,3)=1yX-(00,5= 
31, Ahora bien, 4 € M si A (—l, l, } = 1 y A - (0,0, 
15) = 3, esto es, si ~A, + 42 4345 = ly 54> — 3. De 
modo que tenemos A+= }, y podemos tomar Az = 0. 
con do que A, será. 

Tomando (( —L, 1, 3), (0, O, 5), @, 1, 0)! como una 
base del espacio tridimensional calculamos la base dual: 


O 00 —= 11 
O, 


o 0.01 
9 =0/5 
O=-0+0+30 


0.30 


-1 1 
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Entonces, la base dual es 1(-- 1, 0,0), (40,9), (1. 1, 0)1, 
Por el teorema 49.6 una ecuación paramétrica de M es X 
= (4,0, H+rt1. 1.0) . En forma escalar nuestra solución 
es Xi S$ +r A= ry Xi = Ẹ para algún escalar r. 


49.5 (2) Ò E ML puesto que 0 - X = D para todo XE 
M. con lo que MŁno es vacio. Si Y € MLy WE Mh 
entonces Y + X = W X = 0 para Lodo X Ef, de modo 
que (aV + bW) `X = aV: X 4 bW: X = Ô para todo Y 
EM. por tanto, aV + BWE Mh. En consecuencia, M-L 
es un espacio vectorial. 


(9) CE ML f Nisi y sólo si C- X = O para 
todo XÆ M y C- X = 0 para todo XEN si y sólo si 
CX = Opara todo Xen MoN. siy slosi CX 
= 0 para todo XEMUN -si y sólo si C EM UNYA. 


49.7 Seu M el espacio generado por C¢, C}, ,C*. Emon- 
ces, MÁ es un subespacio (m — k) dimensional según el 
problema precedente, y como k <m, m — k> 0, con lo 
que existe en ML un vector X no nulo. Puesto que XEML, 
XCo=0Oparaj= 1.2 k 
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